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Para los Ingresantes

Queremos darte la bienvenida a la Facultad de Ciencias Astronémicas y Geofisicas
donde has elegido comenzar tus estudios universitarios.

En el afio 2010, el Consejo Directivo de esta Facultad, su érgano maximo de go-
bierno, donde todos los estamentos que conforman a la misma tienen participacion
activa, definié6 una modalidad de ingreso totalmente libre e irrestricta conforme a lo
establecido en el Estatuto de la Universidad Nacional de La Plata.

En esa misma linea, para brindar igualdad de oportunidades a todos los ingresantes,
la Facultad ofrece tres modalidades del Curso de Nivelacion: “ Matemadtica Elemen-
tal”, “Curso de Nivelacion a Distancia” estos dos primeros cursos se dictan durante
el segundo semestre del ciclo lectivo y el “Curso de Nivelacion de verano” de caracter
intensivo durante el mes de febrero.

El material que tenés en tus manos fue pensado y elaborado para abordar contenidos
y conceptos matematicos, la mayoria de ellos trabajados en la escuela secundaria, cuyo
conocimiento sera central para alcanzar los aprendizajes de las materias de primer ano.

Nuestra concepcién de ensenanza y aprendizaje nos lleva a proponerte una metodo-
logia de estudio tedrico-practica, de trabajo colaborativo, con la lectura de los textos
y resolucién de actividades propuestas en los capitulos siempre acompanados por los
Instructores y auxiliares.

La base de este trabajo en equipo sera la confianza: de nosotros hacia vos, en que
has asumido la responsabilidad de aprender y superarte, y de vos a nosotros, en que
estaremos ahi cuando lo necesiten.

El camino que comenzas a transitar es el que vos eligiste, por lo tanto conside-
ramos que cursar, rendir, estudiar, seran parte de las opciones que vas haciendo para
tu formacion como futuro cientifico y profesional y que obligarte no tiene sentido.

Esperamos que esta idea sea también la tuya.

Las Autoridades de esta Facultad entendemos las dificultades que existen al mo-
mento de adaptarse a este cambio, por tal motivo es que te hacemos llegar una fuerte
recomendacion de realizar este curso, y de contar con la Prosecretaria de Asuntos Es-
tudiantiles estudiantiles@fcaglp.unlp.edu.ar y Secretaria de Asuntos Académicos aca-
demic@fcaglp.fcaglp.unlp.edu.ar, para canalizar cualquier duda o inquietud.

Autoridades de la Facultad de Ciencias Astrondémicas y Geofisicas.
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Numeros Reales







Capitulo 1

Numeros Reales

1.1. Teoria de conjuntos

Se define a un conjunto como una coleccion de elementos. Para describir qué
tipo de elementos pertenecen al conjunto existen dos maneras: por extension y por
comprension. Supongamos que los elementos del conjunto A son el nimero 2, el niimero
4 y el nimero 6, entonces,

Por extensiéon: Un conjunto se describe por extension cuando se escriben explici-
tamente todos los elementos que conforman el conjunto entre llaves y separados
por comas (o punto y coma). En este caso el conjunto A descrito por extensién
seria:

A=1{2,4,6}

Por comprensiéon: Un conjunto se describe por comprensién cuando se escriben,
entre llaves, una relacion entre los elementos del conjunto. Por ejemplo:

A={x/zespary2 <z <6}

esto se lee “el conjunto A es igual a todos los = tales que = es un nimero par y
es mayor o igual que 2 y menor o igual que 6.

Supongamos ahora que el conjunto B tiene infinitos elementos, y que sus elementos
son los nimeros pares mayores o iguales a 2. S6lo podemos escribir al conjunto B
por comprension ya que resulta imposible escribir a todos sus elementos.

B={z/xespary z > 2}
En algunos casos, se puede escribir un conjunto infinito de forma abreviada:
B =1{2,4,6,...}

Pero esto sélo es posible cuando la secuencia de niimeros representada por los puntos
suspensivos no resulta ambigua.
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1. Nimeros Reales

Ejemplos:

A=1{1,2,34)

B = {Argentina, Pert, Bolivia, Chile}

C' = {z / x es una letra del abecedario}

D ={A,B,C} donde A, By C son los conjuntos anteriores

Cuando un conjunto carece de elementos se llama conjunto vacio y se simboliza
del siguiente modo:

C={}=o2

Es importante notar que el simbolo @ no se escribe entre llaves. Si escribimos,
por ejemplo, D = {@}, estamos diciendo que el conjunto D tiene como tnico elemento
al conjunto vacio (por lo tanto D # ).

Para expresar que un determinado elemento pertenece (o no pertenece) a un con-
junto dado utilizamos la siguiente notacién:

2 € A, selee: 2 pertenece al conjunto A

5¢ A, selee: 5noperteneceal conjunto A

Andalogamente diremos que un conjunto A esta incluido en el conjunto B si
y sélo si todos los elementos de A pertenecen a B, es decir:

ACB<«<=VreA x€eB

Si A no estd incluido en B escribiremos, A ¢ B.

Es importante notar que el simbolo € hace referencia a un elemento
que pertenece a un conjunto, en cambio el simbolo C (en una relacién en-
tre conjuntos como B C A) hace referencia a que B, es un subconjunto de A.

En la dltima ecuacién hemos utilizado algunos simbolos como <= y V. Veamos su
significado asi podremos utilizarlo mas adelante.

» p <> q significa: p es verdadera si q es verdadera y p es falsa si q es falsa; o sea,
tienen el mismo valor de verdad. Se lee: “si y sélo si”; y suele escribirse: “sii”. A
este operador logico lo llamamos bicondicional o doble implicacién.

» YV es un cuantificador universal, Vz: P(x) significa: que todos los elementos del
conjunto de definicién (Universo), estdn involucrados en el esquema P(z). V se lee:
“para todos, para cualquier, para cada”. Pero la proposicién puede ser verdadera
o falsa

Otros simbolos matematicos que nos serdn muy tutiles son los siguientes:

» 3 es un cuantificador existencial 3z : P(z), significa: que hay por lo menos un
elemento del conjunto universal esté involucrado con lo que dice el esquema P(x).
Se lee: existe por lo menos uno. La proposiciéon puede ser verdadera o falsa.
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1.1. Teoria de conjuntos

= ¢ — p significa: condicional. ¢ es el antecedente y p es el consecuente. A este
operador logico lo llamamos condicional.

A py ¢ las llamamos proposiciones y tienen un valor de verdad asociado, verdadero
o falso. Por ejemplo son proposiciones ‘El Sol es una estralla’, ‘Hoy llueve’ o ‘Marte es
mds grande que Jupiter’.

Es importante mencionar que los cuantificadores transforman un esque-
ma proposicional en proposicion, independientemente de su valor de verdad.

1.1.1. Operaciones entre conjuntos

Interseccion: El conjunto “A intersecciéon C” es el conjunto tal que sus elementos
pertenecen a Ay a C, en simbolos es:

AnNC={z/z €A N zeC} (1.1)

donde utilizamos el simbolo A como ‘y"

Una manera de simbolizar los conjuntos y las operaciones entre ellos es a través de
diagramas de Venn. En este caso la interseccién entre dos conjuntos cualesquiera
Ay C es la regiéon sombreada de la siguiente figura:

Unioén: El conjunto “A unién C” es el conjunto tal que sus elementos pertenecen a A
o a C, en simbolos es:

AuC={z/zecA VvV zeC} (1.2)

donde utilizamos el simbolo V como ‘6’

En la siguiente figura vemos su representacion con diagramas de Venn:

13



1. Nimeros Reales

Diferencia: El conjunto “A — C” es el conjunto tal que sus elementos pertenecen a A
y no pertenecen a C', en simbolos es:

A-C={z/ze A N ¢ (C} (1.3)

Y su representacion con diagramas de Venn es:

A C

1.2. Conjuntos de Numeros

Numeros Naturales, IN: Son los niimeros que se utilizan para contar
N=1{1,23,...}

En este curso consideraremos que el nimero cero no esta incluido en el conjunto
de niimeros naturales. En el caso de incluirlo usaremos la siguiente notacion:

No = NuU {0}

Numeros Enteros, Z: este conjunto estd conformado por los nimeros naturales, sus
correspondientes negativos y el cero:

Z=1{.,-3,-2,-1,01,23,..}

Numeros Racionales, ): El conjunto de los ntimeros racionales se define a partir
del cociente entre dos niimeros enteros, esto es:

Qz{fv/ng,pGZ,q€ZAq#0}

a p se lo llama numerador y a q se lo llama denominador de la fraccién g.

Ejemplo: Los siguientes son niimeros racionales:

4 10 262 15 0 89654

9
3 2 8 1 10 15847 1452147
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1.2. Conjuntos de Numeros

Esta definiciéon incluye a los nimeros enteros ya que si ¢ = 1 tendremos que:

p P
—==-=p, ypeL
q 1

O bien el numerador es miltiplo del denominador, por lo que si p = qr:

Ezg:r, yr e

q q
Por lo tanto, Z C Q.

Los ntimeros fraccionarios, IF, son aquellos niimeros racionales que no son enteros.
F=Q—-7%

Los nimeros racionales se pueden escribir como una fraccién o como un nimero
decimal. El niimero decimal correspondiente a un nimero racional escrito de la
forma g es igual al resultado de dividir el numerador por el denominador. Por

ejemplo, la fraccion % es igual al nimero decimal 0.5; i = 0.25; % = 1.5.

Existen casos en que el resultado de la divisién del numerador por el denominador
da un ntmero con infinitos decimales que se repiten con una secuencia determi-
nada. Por ejemplo, % = 0.33333333..., 5—3 = 0.252525..., % = 4.53030303030.... A
estos nimeros decimales se los llama periddicos. La notacion que suele utilizar-
se para las cifras que se repiten es la siguiente: 0,33333333... se escribe 0.3, del

mismo modo 0.252525... = 0.25 v 4.5303030... = 4.530.

Hay que tener en cuenta que cuando decimos que un niimero tiene infinitos de-
cimales estamos excluyendo el caso de tener infinitos ceros, ya que todos los nu-
meros decimales se pueden escribir con infinitos ceros a la derecha. Por ejemplo,
0.5 = 0.500 = 0.5000000000 = 0.50.

Como pasar un niimero decimal a fraccién

La estrategia que utilizaremos para poder hacer el pasaje a fraccién va a depender
de la cantidad (finita o infinita) de decimales que tenga el ntimero. Vamos a
explicarlas con algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Niimeros con finitos decimales

Para pasar un nimero con finitos decimales a fraccién (una division de niimeros
enteros) hacemos lo siguiente: sea n el nimero decimal, para obtener su equi-
valente como division de enteros multiplicamos y dividimos a n por la unidad
seguida por la cantidad de ceros correspondiente a la cantidad de decimales. Es
decir que si n tiene un decimal multiplicamos y dividimos por 10, si tiene dos
decimales multiplicamos y dividimos por 100, y asi siguiendo.

» Ejemplo 1la: Sea n = 1.56 entonces:

100 1.56 x 100 156
1.56 = 1.56 — = =
o0 o0 100 100 100

15



1. Nimeros Reales

= Ejemplo 1b: Sea n = 12.328

1000 12328
12328 = 12.328 —— = ——
328 328 1000 1000

Ejemplo 2: Niumeros periodicos
Pasar un niimero periédico a fraccién es un poco mas complicado.
» Ejemplo 2a: Tomemos el niimero periédico n = 1.3 y multipliquémoslo

por 10, esto es 10n = 13.3, luego, para deshacernos de la parte periédica,
hacemos la resta:

10n—n=133-1.3

Ahora, teniendo en cuenta que 13.3 = 13+ 0.3 y 1.3 = 1 4 0.3 resulta que:
10n—n=133-13=134+0,3—(1+0.3) = 134+03 — 163 =12
Luego, como 10n — n = 9n encontramos que:
9n =12

Finalmente, despejando n encontramos su expresioén como divisién de ente-
ros

n—=—

9

» Ejemplo 2b: Tomamos n = 2.54, entonces siguiendo una idea similar a la
anterior hacemos la resta:

100n — 10n = 254.4 — 25.4 = 254 — 25

Luego, teniendo en cuenta que 100n — 10n = 90n y despejando n de la
relacion anterior encontramos que:

254 —25 229
n=-———=——
90 90

En este ejemplo, a diferencia del anterior, utilizamos 100 n — 10n en lugar
de 10n —n, ya que la parte periddica comienza a partir del segundo decimal
en lugar del primero.

Numeros Irracionales, I: Son los nimeros que no pueden expresarse como un co-
ciente de niimeros enteros. Por lo tanto tienen infinitos decimales no periédicos.!

1;Qué conjunto serd mas grande, el de los niimeros racionales o el de los irracionales? ;Puede ser
que un conjunto sea mas grande que el otro, si ambos tienen infinitos elementos? Podés encontrar una
respuesta aqui http://www.youtube.com/watch?v=yX97MMWh944.
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1.3. Intervalos

Numeros Reales, R: Es la uniéon del conjunto de los ntimeros racionales y los irra-

cionales:
R=QUI
Esquematicamente, los conjuntos de niimeros pueden representarse del siguiente
modo:
N
Z. {0}
Q _
R 7
F
I

1.3. Intervalos

Los intervalos representan conjuntos infinitos de ntimeros reales contenidos en un
cierto rango. Los intervalos se representan por un par de ntimeros que seran los que
indiquen los extremos del rango. Para definir los distintos tipos de intervalos vamos a
suponer que a y b son dos nimeros reales tales que a < b.

» Intervalo abierto, (a,b): Es el conjunto de ntimeros mayores que a y menores
que b (no incluye a sus extremos), y se simboliza escribiendo los extremos (de
menor a mayor) entre paréntesis:

(a,b) ={x/a < x <b} (1.4)

También puede representarse en la recta numeérica, como se muestra a conti-
nuacion.

/-\
S——
=

» Intervalo cerrado, [a, b]: Es el conjunto de nimeros mayores o iguales que a y
menores o iguales que b (incluye a sus extremos), y se simboliza escribiendo los
extremos (de menor a mayor) entre corchetes:

[a,b] ={z/a < x < b} (1.5)

La representacion en la recta numérica es la siguiente:

17



1. Nimeros Reales

» Intervalo semiabierto o semicerrado, (a,b] 6 [a,b): Es el conjunto de ni-

1.4.

meros que incluye a uno de sus extremos, y se simboliza escribiendo los extremos
(de menor a mayor) entre un paréntesis y un corchete, el paréntesis va en el
extremo no incluido en el conjunto y el corchete va en el que se incluye:

(a,b) ={x/a <z <b}

1.6
la,0) = {z/a < 2 < b} (1.6)

La representacion en la recta numeérica es, respectivamente:

Operaciones con nimeros reales

A continuacién vamos a estudiar las operaciones entre ntmeros reales: suma (y
resta), valor absoluto, producto (y divisién), factorial, potenciacién, radicacién y loga-
ritmo. Para esto vamos a considerar que x, ¥ y z son nimeros reales.

1.4.1. Suma Algebraica

Es una operacién que consiste en adicionar dos o mas nimeros. Cada uno de los
numeros que se suman se denominan términos. Las propiedades de la suma algebraica

son:

1.
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La suma es cerrada en R: El significado de que la suma sea cerrada en el
conjunto de los nimeros reales es que la suma de dos nimeros reales da como
resultado otro niimero real. En simbolos es:

Vz,yeR, z+y €R| (1.7)
Propiedad conmutativa:
[T +y=y+a| (1.8)
. Propiedad asociativa:
(x+y)+z=c+y+z)=c+y+=z (1.9)

. Brzistencia de elemento neutro:

Existe un ntimero real xy=0, tal que dado cualquier niimero real z la suma entre
ellos es igual a x. esto se simboliza de la siguiente manera:

dxg e R,V eR, Je+axg=z0+z =12 (1.10)




1.4. Operaciones con nimeros reales

5. Existencia del opuesto:

Dado cualquier niimero real z, existe un ntimero real A tal que la suma de ellos
es igual al elemento neutro, xog = 0. En simbolos es:

VeeR,dJh eR/e+h=h+x=20=0 (1.11)

Se puede demostrar (utilizando la definicién del opuesto) que el opuesto del
opuesto es el mismo niimero: —(—x) = x.

Es importante notar que —z es el opuesto de z, pero de ningiin modo podemos
decir que esto significa que el niimero —x es negativo. Es decir si x es un niimero
positivo, x > 0, entonces su opuesto serda negativo, —z < 0. Por ejemplo: el
opuesto de 2 es —2. Pero si x es menor que cero (negativo), entonces su opuesto
serd positivo, por ejemplo: el opuesto de —6 es —(—6) = 6. El Ginico ntimero
que es igual a su opuesto es el cero.

2 =-1+< 2=0] (1.12)

Por esta razén la resta se puede pensar como la suma del opuesto: =
mas el opuesto de y es igual a restarle y a x. Es decir que:

r+(-y) =z—-y (1.13)

6. Propiedad cancelativa:

Esta propiedad dice lo siguiente:

rty=r+z= y=2 (1.14)

La propiedad cancelativa permite hacer “pasaje de términos” en una igualdad.

r+y==z2

Por propiedad de la igualdad y opuesto

r+y+(~y) =2+ (-y)

Por definiciéon de neutro y asociatividad

r+0=2—y

Por definicién del elemento neutro

19



1. Nimeros Reales

1.4.2. Mobdulo o Valor Absoluto

Esta operacion se define de la siguiente manera: “El modulo de un niimero cualquie-
ra es igual a dicho ntimero si éste es positivo o cero, y es igual a su opuesto si es
negativo”.

El valor absoluto se denota poniendo dos lineas verticales a ambos lados del niimero.
Algunos ejemplos de esto: 2| =2y | —4| = —(—4) =4.

Una vez comprendida la idea del valor absoluto daremos su definicién formal:

—r si <0

i 2>0
2| = {35 = (1.15)

Notemos que el médulo de cualquier niimero es siempre positivo, |z| > 0.
Ademas tenemos:

|z] =0<= 2=0 (1.16)

1.4.3. Producto

El producto entre dos nimeros reales cualesquiera, representados por x e vy, se
simboliza con un punto, z.y, o con una cruz, x X y. Generalmente estos simbolos
suelen omitirse, por lo que “x multiplicado por y” puede escribirse simplemente como
xy.

Las propiedades del producto entre nimeros reales son las siguientes:

1. El producto es cerrado en R:

El producto de dos nimeros reales da como resultado otro ntimero real. En sim-
bolos es:

‘V:L‘,yGIR, Ty GR‘ (1.17)

2. Propiedad conmutativa:

(118)

“El orden de los factores no altera el producto” en R.

3. Propiedad asociativa:

(xy)z=z(yz)=xy=z (1.19)

4. Frxistencia de unidad:

Existe un nimero real 1, tal que dado cualquier nimero real z el producto entre
ellos es igual a z. esto se simboliza de la siguiente manera:

I1,VeeR,/z.1=1.2=2x (1.20)
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1.4. Operaciones con nimeros reales

5. Fxistencia del reciproco:

Dado cualquier ntimero real z distinto de cero, existe un ntimero real 2! tal que
el producto entre ellos es igual a la unidad, ’o = 1. En simbolos es:

VieR—{0}, 3o Jza=alo=0y=1 (1.21)

Notemos que no existe el reciproco del cero, ya que cualquier ntimero real
multiplicado por cero es igual a cero.

Mis adelante veremos que se puede escribir que x7! = % De este modo se

puede definir el cociente entre x e y, %, como el producto entre x y el
reciproco de y (siempre que y # 0):

gy l=g-=2 (1.22)

Es importante observar que la divisiéon por cero no esta definida.

De acuerdo a la definicién dada para el reciproco de un ntimero real tenemos que:

= El reciproco de la unidad es la unidad:

1=1 (1.23)

= FEl reciproco del reciproco de un ntimero es el mismo nimero:

1
(&)
x
= El producto de los reciprocos es el reciproco del producto:

(1> ' <1> — . Ve eR—{0) (1.25)

v/ \y) (xy)

6. El producto de cualquier nimero por cero es cero.

=z, VreR-{0} (1.24)

’VJJGIR,:E-O:O-Q::O (1.26)

Notemos que si en la propiedad 5 no hubiésemos excluido el cero, tendriamos una
contradicciéon entre las propiedades 5 y 6. Por esta razon es que “cero sobre
cero” esta indeterminado.

7. Propiedad cancelativa:

‘Vx;éo,a:y:xz<:> y==z (1.27)

Por lo tanto, esta propiedad permite agregar o cancelar un factor distinto de cero
en ambos miembros:
Ve#0,zy=cz=— y=2
y=z=zxy=uxz,Vr#0
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Si ese factor fuese cero tendriamos un absurdo:
0-3=0-258 <= 3 =258
La propiedad cancelativa es la que permite el pasaje de factores en una igualdad:

TyYy==z2
Por propiedad de la igualdad y definicién del reciproco

1
TY— =2~
Y

Por definicion del reciproco y asociatividad

1
rzl=2z2-
Y

Por definicién del elemento neutro

. Regla de los signos:

Sean a y b dos nimeros reales y positivos:

a-b=ab>0

—a-b=a-(-b)=—-ab<0 (1.28)
—a-(=b)=ab>0

Coloquialmente uno recuerda esta regla como:

“mds por mds es mds; mds por menos es menos; menos por mads
€S MENOS; Y MENOS Por menos es mds’.

Es necesario aclarar que nunca se multiplican los simbolos de la suma
o de la resta, se multiplican los nimeros positivos o negativos.

Debido a la segunda igualdad (y a la existencia del elemento neutro), resulta
que el opuesto de cualquier nimero real se puede escribir como dicho ntimero
multiplicado por —1:

—r=(-1)-z (1.29)

Como dijimos que la division se puede expresar como un producto, esta regla
también es valida para el cociente de nimeros reales.



1.4. Operaciones con nimeros reales

Para poder lograr un mejor entendimiento de esta “regla de signos” hemos intro-
ducido, en la lectura adicional “Menos por menos es méas ... jSeguro?”, un texto
de Adridn Paenza?, donde se explica esta regla.

9. Distribucion con respecto a la suma:

r(y+z)=zy+zz (1.30)

El producto también es distributivo con respecto a la resta ya que la resta la
podemos escribir como la suma del opuesto:?

rly—2)=x(y+(—2)=zy+az(—2)=zy—x2 (1.31)

1.4.4. Suma y producto de fracciones

Aqui vamos a ver en detalle como se aplican las propiedades de la suma y del
producto a la operaciéon con nimeros racionales. Sean a, b, ¢ y d nimeros enteros que
consideraremos no nulos cuando sean denominadores.

1. Suma de fracciones:

Cuando las fracciones tienen el mismo denominador tendremos que (en este caso

b#0):

a c a—+c

-4 - = 1.32
b b b (1.32)
La forma de operar para llegar al resultado anterior es:
a n c 1 n 1 (a+¢) 1 a+c
—4+-=a-+c-=(a+c)- =
b b b b b b

En el caso en que las fracciones no tengan el mismo denominador hay que llevar
las fracciones a fracciones equivalentes* para obtener igual denominador. Esto es
lo que conocemos como “sacar denominador comun”.

d+cb
_aa+co (1.33)

L
d bd

a
b

donde b # 0y d # 0. La forma de operar en este caso es:

a ¢ a c ad ¢b ad ¢b ad+ch
S =l l= b= =
b d b d bd db bd db bd
2Adrian Arnoldo Paenza (n. Buenos Aires, 9 de mayo de 1949) es licenciado y doctor en ciencias
mateméticas por la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales (UBA). Una de sus actividades consiste
en la divulgaciéon de la matematica. Entre otras cosas se pueden encontrar los libros de la coleccién
“Matemaética ... jestdas ahi?”. Buscalos en http://cms.dm.uba.ar/material/paenza.
30tra manera de pensar el producto y la aplicacién de esta propiedad la pueden encontrar en
http://www.youtube.com/watch?v=5Jt1iQVo0Zo&feature=related.

1
4Dos fracciones son equivalentes cuando representan al mismo nimero. Por ejemplo 0.5 = 3=
2 1000

4 2000
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En general conviene elegir como denominador comtn el minimo comin multiplo®
de los denominadores.

Ejemplo: Supongamos que cortamos una pizza en 8 porciones iguales. La pizza
completa la podemos representar numéricamente como

1=-
8
Es decir, que de las ocho porciones, tenemos 8. Supongamos ahora que nos co-
memos 3 porciones y después de un buen rato nos comemos otras 2 porciones.
En total nos comimos 5 porciones, si hacemos la cuenta tendremos
3 2 3+2 5

8 + 8 8 8
Ahora supongamos que nos comemos ademas la mitad de una de las porciones.

Esta media porcion equivale a cortar la pizza en 16 porciones iguales y comernos
una de estas porciones, entonces en total nos hemos comido

5 I 52 1 10 1 10 +1 11

S$T16 82716 16 16 16 16

Por lo tanto nos comimos “once dieciseisavos de pizza’.

. Opuesto de una fraccion:

El opuesto de una fracciéon puede escribirse de distintas maneras siguiendo la
regla de los signos. Sea b # 0

() - 75—

— (ca)r=a <_1> (1.34)

. Producto de fracciones:

Se multiplica numerador con numerador y denominador con denominador.

ac ac

donde b # 0 y d # 0. En este caso las operaciones que hicimos para obtener el
resultado anterior son

<= (1)) 00 (1) =00 (&) -5

5El minimo comin miltiplo de dos ntimeros es el menor nimero que sea simultdneamente miltiplo

de ambos.
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4. Reciproco de una fraccion:

1 b
b
cona#0yb#0.
1 1 1 b
Ty ol &
() a3« (%)
5. Division de fracciones:
Es lo que se conoce como “extremos con extremos y medios con medios”.
(£) _ ad
= — 1.37
(2) be (1.37)
d

Los extremos serfan a y d, mientras que los medios serfan by ¢ (b #0,c# 0y

d # 0).

—d

(i) e e

L1 1, ad
C

@'M—t

6. Simplificacion de fracciones:

La simplificacion es una divisiéon “encubierta”. La operacién consiste en descom-
poner el numerador y el denominador en factores y efectuar aquellas divisiones
que tienen igual numerador y denominador.

10

Ejemplo: Tomemos la fraccién

10 2.5

6 3.2
De este modo, al simplificar, obtenemos una fraccion equivalente, esto significa que: 10
dividido 6, es igual 5 dividido 3.

Lo que generalmente se hace para abreviar el calculo es tachar el numerador y
el denominador y poner arriba de cada uno el resultado de la divisién por el factor
comun. En estos ejemplos el factor comin es 2, entonces dividimos al numerador y al
denominador por 2.

1w 5 /

1
§ g

Es importante ver que solo se pueden simplificar los factores del
numerador con los del denominador. No se pueden simplificar
términos y tampoco se pueden simplificar factores nulos.
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1.4.5. Factorial

Es una operacion definida para los niimeros naturales. Sea n € IN, entonces el
factorial de n se define como:

nl=nn-1)(n-2)(n-3)...3.2.1 (1.38)

de aqui se puede ver que:
n!l=n(n-—1)! (1.39)

Para que esta expresion sea valida también para n = 1 se define que:

0l=1 (1.40)

1.4.6. Potenciacion

Esta operacién se define de la siguiente manera. Sean € R y n € IN(n # 0), x a
la potencia n (o z elevada a la n), 2™, se define como:

t=gx...x (1.41)
—_———

nveces

y se dice que x es la base de la potencia, y n es el exponente. De esta definicion
surge que:

= Cero elevado a cualquier potencia (distinta de cero) es igual a cero.

0" = —0 (1.42)

0.0...0
———

n veces

= Uno elevado a cualquier potencia es igual a uno.

1"=11...1=1 (1.43)
N——

n veces

Propiedades:
Siempre consideraremos bases reales y exponentes naturales.

1. La potencia es distributiva con respecto al producto y al cociente

(zy)* = =

A _oa” (1.44)
() =%

Las demostraciones son las siguientes (recordar que el producto es asociativo)

n

()" = (@y)(zy).. . (xy) ""="" (xz.. 2)(yy...y) = 2"y

n veces n veces n veces
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n veces

n i N n

T . E f T prop.:asoc. rr...x _ T

<y> <y> (y) (31) yy...y y"
———

nveces n veces
De este modo demostramos que la potencia es distributiva respecto al producto
y a la division.

De aqui que:
(1)”_ "1
z) an an

= NO ES DISTRIBUTIVA CON RESPECTO A LA SUMA
(x£y)" #a" £y"
« NO ES CONMUTATIVA

Tener muy en cuenta que:

" #n”

. Producto de potencias de igual base.

"™ = 2"t (1.45)

Demostracion:
" =zr...vrxx...c=xx..r=x""T"
—— —— ~—

n veces mveces n—+m veces

Asi hemos demostrado que el producto de potencias de igual base es igual a dicha
base elevada a la suma de los exponentes.

. Cociente de potencias de igual base.

=g (1.46)

Para demostrar esta propiedad vamos a separar en dos casos posibles.
» Sin#m
n veces
——
——
mveces
Vamos a escribir n = n + 0 = n 4+ (m — m), y recordando que la suma es
conmutativa y asociativa resulta n = m+(n—m). Entonces 2" = g™+~ =
™ x"™ (por la propiedad anterior). Entonces, reemplazando esto en la
expresion obtenemos que:

xn l,m xn—m (Im) e e
— = =|— | =x

xm xm \am

— =" VYnmeN, n#m
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= Si n = m obtenemos, utilizando el resultado anterior, que

xTL
l,n
L— =" YnmeN, n=m

xm
Pero por otro lado sabemos que:
x
S
xTL

Por lo tanto, encontramos que todo nimero real, distinto de cero,
elevado a la potencia nula es igual a 1.

' =1 (1.47)

Notemos que como 2° =1 y 0" = 0, no podemos definir 0.

De este modo hemos demostrado que el cociente de potencias de igual base es
igual a dicha base elevada a la diferencia de los exponentes.

. Exponentes negativos

Cualquier nimero real distinto de cero elevado a una potencia negativa es igual
a su reciproco elevado a la potencia opuesta.

x "= (1)n VnelN (1.48)

T

La demostracion de esta propiedad es la siguiente. Consideremos el cociente entre
2" y 2™ donde n y m son dos naturales cualesquiera tales que m > n. Teniendo
en cuenta que podemos escribir que m = n + (m — n) encontramos que:

x”_ " _(x”) 1 -~ 1

xm :L-n xm—n xn xm—n xm—n

Pero, utilizando la propiedad anterior, tenemos que:

— pm — xf(mfn)
rm

Luego, juntando estos dos resultados obtenemos que
1

xm—n

_ - (men)

Ahora, (m—n) € N (porque m > n), luego podemos llamar ¢ = m —n obtenemos
que:

De este modo se extiende la potenciacion a exponentes enteros.

Utilizando este resultado se tiene que:

<y> N <x/1y>ﬂ - (961) =)
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5. Potencia de una potencia

(a")™ =a"" (1.49)

Esta propiedad se demuestra utilizando la definiciéon de potencia:

N——— | — —— " N — N

mveces n veces n veces n veces

mveces

De este modo demostramos que la potencia de una potencia es igual a la base
elevada al producto de las potencias. Como el producto es comnutativo resulta
que los exponentes son conmutables, es decir, que:

(") =2 =2m" = (a™)" (1.50)

Notemos que:
(@) £ 2l

™ = g

Con esta propiedad se puede ver que un niimero negativo elevado a cualquier
potencia par es siempre positivo. Para demostrarlo tomemos un ntimero real
positivo cualquiera x > 0, asi (—z < 0), y un ntimero entero par n. Para que un
nimero sea par debe ser multiplo de dos, esto es, n = 2k donde k € Z. Entonces:

(-x)" = (-2)*

= [(==2)?)°
(=) (=2)]"
= [(@)(@)]"
()"

T
"

Y como dijimos que x > 0, resulta que 2™ > 0.

Notacion cientifica:

Este tipo de notacién se basa en potencias (positivas y negativas) de 10, es decir:

1073 = 0.001
1072 = 0.01
107 = 0.1
100 = 1

1080 = 10

102 = 100
103 = 1000
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De este modo cualquier nimero real se puede escribir como un numero decimal o
entero multiplicado por una potencia de 10. En particular esta notacién es una manera
practica de escribir nimeros muy grandes o muy pequenos. Por ejemplo:

4.25
0.0000000425 = 108~ 4.25 x 1078

5890000000000000 = 5.89 x 10'°

Como estos numeros son reales siguen valiendo todas las propiedades de todas las
operaciones.

Ejemplo:
4.25 x 1078 +5.78 x 1078 = (4.25+5.78 ) x 1078 =10.03 x 1078 = 1.003 x 1077

(1.25 x 10%)(7 x 1078) = (1.25 x 7)(10° x 1078) = &.75 x 1078 =8.75 x 1072
(6.91 x 10%)2 = (6.91)2 x (10%)2 = 47.7481 x 10"*2 = 47.7481 x 1030 = 4.77481 x 103

1.4.7. Radicacion

Sean x € R, y € R y n € IN. Se define la raiz de indice n de x como:

Vr=y=1y"==x (1.51)

y se dice que x es el radicando e y es la raiz. Si n = 2 decimos que ¥z es la raiz
cuadrada de x y se escribe /z.

ATENCION

Es muy comun leer la definiciéon que dimos en sentido opuesto, es decir, uno podria
pensar que si y" = x entonces /= = y. Luego uno podria decir que como 2? =
y (—=2)? = 4 entonces v/4 = £2. Pero esto trae muchas ambigiiedades a la hora de
operar. Esta ambigiiedad viene de una mala interpretacion de la definicion que dimos,
Yx =y = y" = x, esto significa que si r = y entonces, obligadamente y" = x,
pero como la definicién tiene una flecha en un sélo sentido no es correcto decir que
si y" = x entonces {/x = y. Por esta razén, vale la igualdad:

Vi =2

mientras que:

VA # =2

Se toma como convencién que el resultado de toda raiz de indice par de un
niimero real positivo es inico y positivo 5. En simbolos seria:

6Como verdn més adelante esta convencién tiene sentido ya que de este modo conseguimos que la
raiz sea una funcién.
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reRynelN: Xzr>0 (1.52)

De la definicion de raiz, también podemos ver que, en reales, no existe la raiz
de indice par de un nimero negativo, ya que cualquier ntimero elevado a una
potencia par da siempre positivo.

reR,neNyr<0: BX7x (1.53)

Finalmente, la tltima combinacién que nos queda es la raiz de indice impar, que
por las propiedades de la potenciacion podemos deducir que la raiz de indice impar
tiene un tunico resultado: es positivo si el radicando es positivo, y negativo
si el radicando es negativo.

reR,neN, nimparyxr <0: /xr<0

(1.54)
re€R,neN, nimparyx >0: /x>0

Ejemplo: De acuerdo a la definicion y a la convencién tomada para la radicacion
tendremos lo siguiente. Para el caso de raices de indice par:

Vi = 2
4 = =2
v/ —4 no existe en R

Las raices de indice impar siempre estan definidas:

V8 =2 yaque 2°=8
vV/—8= -2 yaque (—2)°=-8

La raiz se puede escribir en forma de potencia:

VT = (1.55)

Luego podemos generalizar este resultado, utilizando las propiedades de la potencia,
del siguiente modo:

3z

Vap = (aP)n = aPw =z (1.56)

Asi, la utilizaciéon de la raiz extiende la potenciacién a ntimeros fracciona-
rios. Por esto, en general, las propiedades de la potenciacion se pueden extender a la
radicacion. Pero hay que tener cuidado con algunos detalles.

Propiedades:
Vamos a considerar que z € R, ¥y € R y n € IN. Ademés vamos a suponer que los
radicandos son tales que siempre sus raices estan definidas en los reales.
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1. La raiz es asociativa y distributiva con respecto al producto y al

cociente

MR

@: ;_\/i; )20 (1.57)

Veamos cémo se llego a esto:

ATENCION

Para utilizar esta propiedad hay que tener mucho cuidado en el caso de

tener indice par ya que, por ejemplo:
\/(=9)(—16) = /144 = 12
/(=9)(=16) # /=9v/—16 porque /=9, /—16

La propiedad distributiva vale siempre y cuando las raices queden de-

finidas.

Tener muy en cuenta que:

= NO ES DISTRIBUTIVA CON RESPECTO A LA SUMA
Vety# Ve + Yy

» NO ES CONMUTATIVA
Va # /n

2. Se puede intercambiar el orden de las operaciones

Var = (V)" (1.58)

Demostracion:
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ATENCION

Esta propiedad no vale en el caso de indice par y radicando negativo.
Veamos esto con un ejemplo.

{gfﬁm_‘*}ﬁ%(mf

Por esta misma razén hay que tener cuidado al simplificar exponentes fracciona-
rios:

—

(—8)F = (=8)F = (-8)? = V=8 }

Dentro del conjunto de los reales, este ejercicio tiene solucién si se realiza pri-
mero la potencia y luego la raiz. Luego veran en Algebra I, cuando trabajen con
numeros complejos, que podran resolverlo de ambas formas.

Es importante notar que cuando uno tiene un exponente fraccionario, se pueden
aplicar todas las propiedades que valen para la potenciaciéon siempre y cuando
la raiz quede definida.

Caso particular: indice y exponente iguales

En este caso vamos a estudiar qué pasa cuando el indice es igual al expo-
nente. Para hacer este analisis vamos a separar en dos casos: en el primero
tendremos indice y exponente impar, y en el segundo tendremos indice y
exponente par.

= Primero analicemos el caso cuando el exponente estda dentro de la raiz.

a) Indice y exponente impar.

Siz>0 —= Yrn=zn=1 — Y2">0
Sizr<0 —= Yan=an=0 — Y2"<0

Por lo tanto resulta que:

Vam = x sinesimpar. (1.59)
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b) Indice y exponente par.
Siz>0 — Vet =gn =z — Ja" >0
Sir<0 = \"/x”:(\x:‘/)%:—x — Va" >0

>0

Por lo tanto, encontramos que:

x siz >0
Sinespar = Vz :{ o
—r siz <0
Entonces:
V™ = |z| sinespar (1.60)
Ejemplo:

e VI2=43=4'=4
o 4P = (a2 =4
= Ahora veamos qué pasa cuando el exponente esta fuera de la raiz.
a) Indice y exponente impar.
Siz >0 = (Y2)" =2
Sizr <0 = (Yz)" ==z

Por lo tanto:

(\”/E) = /a2 = x sinesimpar. (1.61)

Ejemplo:
o (VB =85 =8'=38
¢ = () = () = s
b) Indice y exponente par.
Sixr>0 = (Y2)" ==z
Siz <0 = ({2)"%

Por lo tanto, si n es par, tendremos que:

(va)' # ¥y (v2) £

Siz >0 = (V2)" =2

Siz <0 = (¢2)"7 (1.62)

2

o (VAP =42=4'=
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o (v/—4)? no esté definido
——
#
La importancia de analizar el caso particular de indice y exponente iguales
radica en la resoluciéon de ecuaciones (ver lectura adicional “Resolucién de

ecuaciones”).

3. Raiz de raiz

V= (1.63)

Demostracion: )
1 — 11 1
VW = (xﬁ)m =gnm =g = /g

Hasta aqui hemos visto las operaciones basicas entre nimeros reales y sus propieda-
des. Descubrimos que restar es lo mismo que sumar el opuesto de un niimero y dividir
es lo mismo que multiplicar por el reciproco. Luego vimos que a partir del producto se
puede definir la potenciacion con exponentes naturales, con el cociente extendimos las
potencias a los enteros y, finalmente, con la radicacién, extendimos la potencia a los
numeros fraccionarios.

La ultima operacién que veremos también estd basada en la potenciacion y se llama
logaritmo.

1.4.8. Logaritmo

El logaritmo es una operaciéon que se define, como mencionamos anteriormente, a
partir de la potenciacién de la siguiente manera: se dice que el logaritmo en base a de
b es igual a ¢ si y sélo si a elevado a la potencia ¢ es igual a b. En simbolos es:

log,b=c<=a“=b

Llamaremos base del logaritmo al niimero a y argumento al nimero b.

Ejemplo: Supongamos que queremos calcular el logaritmo en base 2 de 8. Esto es:
log, 8 =

De acuerdo a la definicion dada, para resolver el calculo debemos encontrar un nimero
tal que 2 elevado a dicho niimero sea igual a 8. El niimero buscado es el 3 ya que 2% = 8.
Por lo tanto encontramos que:

log, 8 =3

Para que el resultado del logaritmo sea un nimero real hay que restringir los valores
del argumento y de la base.

Vamos a definir que la base del logaritmo debe ser positiva y distinta de
cero, por lo tanto a > 0 (0 a € R"). Entonces, si a > 0 y ¢ € R, tendremos que
a®=b > 0, luego el argumento del logaritmo debe ser positivo, esto es b € R™.
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Finalmente, la dltima restriccién es que la base debe ser distinta de 1, dado
que 1¢ =1, por lo que log; 1 seria igual a cualquier niimero real, asi a # 1 para que el
logaritmo quede definido.

Por lo tanto la definicién completa de logaritmo es:

Va,be Rtya #1,log,b=c+=a“=b (1.64)

En general, los logaritmos que mas se usan son:

Logaritmo decimal: es aquel logaritmo cuya base es 10, y se puede escribir como
log x. Es decir que:
logx =log,«

Logaritmo natural o neperiano: es aquel logaritmo cuya base es e (el niimero ne-
periano es un nimero irracional, e = 2.718281828...)", y se puede escribir como
Inz. Es decir que:
Inz = log, x

Propiedades
Para enunciar las propiedades recordemos que la base y el argumento del logaritmo

deben ser positivos y que la base debe ser distinta de 1.

1. El logaritmo de uno en cualquier base es iqual a cero.

vz, log,1 =0 yaquea’ =1 (1.65)

2. Si la base y el argumento del logaritmo son iguales, entonces el
logaritmo de ese numero, en esa base, es igual a uno.

Vz, log,x =1 yaquex' =z (1.66)

3. Logaritmo de un producto.

log,(zy) = log, = + log, y (1.67)

Demostracion:

Sean p y ¢ dos niimeros reales tales que log, z = p y log, y = ¢q. Por lo tanto:

p+q=log,z+log,y (1.68)

Por otro lado, de la definiciéon de logaritmo tenemos que a” = x y a? = y. Luego,
el producto de x por y sera igual a:

"Nuevamente recurrimos a un video de Paenza para conocer un poco més al ntimero neperiano.
(http://www.youtube.com/watch?v=MKgjf-1XcNM&feature=related)
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1.4. Operaciones con nimeros reales

ry =a’al — gPta

Utilizando otra vez la definicién de logaritmo tenemos que:

vy =a"=log,(ry) =p+q
Asi, de las ec. 1.68 y 1.70 encontramos que:
log,(zy) =p+ q =log, x +log, y

Por lo tanto:

log,(zy) = log, x 4 log, y

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

. Si el argumento del logaritmo es una potencia, entonces el logaritmo
es 1qual al producto entre el exponente y el logaritmo de la base de

la potencia.

log, (2%) = b log, =

Demostracion:

(1.73)

Sean log, (2°) = c y log, = . Luego, por la definicién de logaritmo, podemos

. . /
escribir que a¢ = 2% y que a® = z. Por lo tanto
/ b /
aC:.fEb: (ac) :CLCb

De aqui resulta que:
(&

/
a“=a=c=cb
Finalmente obtenemos que:

log, (") =c=cb="blog,x

Utilizando este resultado y la propiedad 2 se puede demostrar facilmente que:

log,(a") =z

ATENCION

Hay que tener ciertos cuidados con la notacion:

log, (2") = log, 2" = blog, x

logb 2 = (log, x)°
Por ejemplo:
log,(2%) = 3 log, 2 = 3
logh 2 = (log,2)* =13 =1
Por lo tanto:
log® & # log,, «*

(1.74)
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1. Nimeros Reales

5. Logaritmo de un cociente.

log, <§> = log, x — log, vy (1.75)

Esta propiedad se demuestra utilizando las propiedades de la potenciacion y las
propiedades 3 y 4 de los logaritmos.

Demostracion:

log, (;) = log,(zy ") = log, z+log, y ' = log, x+(—1)log, y = log, z —log, y
(1.76)

6. Cambio de base

Cualquier logaritmo en una base dada, puede cambiarse a cualquier otra base
que uno elija. Este “cambio de base” se realiza del siguiente modo:

Por definicion de logaritmo tenemos que
log, 2 =y<=d' ==z
Supongamos que queremos cambiar la base a por otra base b. Para esto, a la

relacion a¥ = x le aplicamos logaritmo en base b en ambos miembros, esto es:

ay = «x

log,(a¥) = log,z
ylog,a = log,x

Despejando y encontramos que:

_ log,
~ log,a

Pero anteriormente dijimos que log, x = vy, por lo tanto

log, =

log, x = (1.77)

log, a

Asi podemos calcular el logaritmo en una base dada a utilizando cualquier otra
base b.

Antilogaritmo

Se define el antilogaritmo como la operacién inversa del logaritmo. Si tenemos log, z,
el antilogaritmo es la operacién a® ® El logaritmo y el antilogaritmo son operaciones
inversas porque se cumple que:

log,(a*) =

8Es lo que més adelante cuando estudien funciones llamaran funcién exponencial.
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1.5. Resolucién de problemas

(1.78)
Demostracién:

La primera igualdad es una consecuencia de la cuarta propiedad del logaritmo
(ecuacién 1.74), ya que

log,(a®) = zlog,(a) = (1.79)
Para demostrar la segunda igualdad vamos a considerar que log, r = b, luego:
alogax — ab

b

Pero por la definiciéon de logaritmo tenemos que a” = x. Entonces,

log,z _ b

a a =T

1.5. Resolucion de problemas

En esta seccion veremos como utilizar las propiedades de las operaciones para re-
solver célculos sin calculadora.
Para resolver este tipo de problemas hay que seguir las reglas de operacion:

1. Separar en términos;
2. Resolver lo que esté dentro de paréntesis, corchetes y/o llaves;
3. Resolver los productos; y

4. Resolver las sumas.

Problema 1: Calcule sin usar calculadora.

TR
3

Lo primero que hay que hacer para empezar a calcular, de acuerdo a las reglas de
operacion enunciadas, es separar en términos. En este caso tenemos dos:

323 5/ 3 3% (_3)2 s 92 1
EEPNEE R (V%)
[(3) ‘| término 2

término 1
Término 1, factor 1: En el primer término tenemos un producto de dos fracciones.

Tomemos la primera fraccién. ;Es correcta la siguiente resolucién?

323 323
37~z !
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1. Nimeros Reales

La respuesta es NO. Y ahora pregunto ;por qué no es correcta? Porque el producto
de los exponentes es valido cuando tenemos una potencia de potencia, es decir:

En este caso, " esta elevado a la m y x esta elevado a la n. Sin embargo, en el cdlculo
tenemos la siguiente situacion:

donde, ahora, n esta elevado a la m y x esta elevado a la n™. Por lo tanto la resoluciéon
de la primera fraccion del primer término es:
23 8

3 :37:38—9:3—1

33 39
Término 1, factor 2: Ahora analicemos el segundo factor del primer término. En
este caso jtenemos una potencia de potencia? Si, en este caso el denominador es una
potencia de potencia explicita, mientras que en el numerador tenemos una raiz de raiz
(que es equivalente a la potencia de potencia). Entonces,

1
5/ 3/32 3.5/3g <3%)15 33% 3% '
T B <1>§(§) B (1)5 C/1\F 3%
G G ) )
De este modo, el primer término se reduce a:
5/ 3 5

3% 33
T =3 1=3" 1.80
332 -3 ( )

wl—=

(5)
3
Término 2, factor 1: En el segundo término tenemos una fracciéon en el exponente;

este tipo de expresiones suele traer bastantes complicaciones. Propongamos la siguiente
resolucion y después discutamos si es correcta.

(—3)*  (-3)F -3

V=3 V9 s

JHay algtn error en este razonamiento? Si, hay més de un error. El error del numerador
consiste en haber simplificado el exponente con el indice de la raiz. En el denominador
el error estd en haber supuesto que el exponente 2 tiene como base al nimero (—3).
Analicémoslo por partes. Primero el numerador. Habiamos visto que cuando el indice
y el exponente son iguales a un mismo nimero par, 2n, resulta que /a2 = ||, por

lo tanto:
V(=32 =3l =3

Mientras que en el denominador tenemos que:

VoE = (-3 = {(-1)V32 = (-1)38 = 33
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De este modo, el primer factor del segundo término es igual a:

—3)2
r( ) _ 32 _ _31-% _ _33-
v/ —32 —33
Término 2, factor 2: Por ultimo, el segundo factor del segundo término lo escribimos
de la siguiente manera:

(3 92>_1 = (92é>_1 = {(32)2%»}_1 _ g2.2.

Luego el segundo término es igual a:

— 3% = 33

Wi

W=

(—3)2 -1 1 4 1_4 =3
,3/92) — 335373 =_-333=_-33 =_3°! (1.81)
3/_32 (

Finalmente, de las operaciones 1.80 y 1.81 obtenemos el resultado:

é
3

3 P (\3@)_1:3‘1—3‘1:0
[(?ﬂ

Obviamente que ésta no es la inica manera de pensar el ejercicio, hay muchos ca-
minos posibles. La idea basica de este tipo de calculos es llevar todas las potencias a
una misma base para poder utilizar las propiedades de la potencia.

Jun

Problema 2: Calcule sin usar calculadora.

1
Og3a + 21og27 log \/_ (10g4 2)2 IOgI 1,4 o
logs a

Nuevamente, como en el ejercicio anterior, lo primero que debemos hacer es separar
en términos:

log. a?
850 glogsT log, Vb — (log, 2)? log,
logs a
término 2 término 3
término 1

Ahora analicemos término por término.

= Primer término:

logsa®>  2logsa  2logga

logs a logs a logz@ (182)

= Segundo término:

! 1
29827 Jog, Vb = 7 log, b7 = 7§ log,b =1 (1.83)
= Tercer término:
log, 2\~ 1\2 1

log, 2)? log, z* = 22 41 :()4:4:1 1.84
(10g,2)* log, + (1%4) o e = (5) 1= (184)

Finalmente de las operaciones 1.82, 1.83 y 1.84 obtenemos el resultado:

10g3 a? log, T ] ) )
m+2 2 logb\/l_)—(log42) log,z* =2 +1—-1=2
3
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Practica 1

1. Dado el conjunto A = {1, 2, 3,{3,4}, a,{a, c}}, determinar cudles de las siguientes
afirmaciones son verdaderas:

2. Sean A, B y C' tres conjuntos como los que se muestran en el siguiente diagrama
de Venn. Hallar los siguentes conjuntos:

)
SN

a) ANC
b) CUB
c) ANBUC
d) (AnB)UC
e) AN(BUC)

3. ;Cuales de los siguientes niimeros racionales son fraccionarios?

2 10 4 10 262 15 0

1212 229

1
3 5 5 3 1 10 15847 2 9 3 90

4. Pasar los siguientes niimeros racionales a fraccion:
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Practica 1

5. Expresar las siguientes desigualdades en notacién de intervalos y representarlos
en la recta numérica (El simbolo V significa “0”, o sea, AV B, se lee A o B,
mientras que el simbolo A significa “y”, por lo tanto, A A B se lee: A y B. En
Algebra I vas a ver el significado légico de estas expresiones):

a) {z/0<z <3}

b) {z/ —31<x<2}

c) {x/2<x<6V3<x<T}
d) {z/0<z<1Al<z<2}

6. Representar en la recta numérica los siguientes conjuntos:

a) (—1;4)
b) (5; %]
¢) (—2;6)U[4;9.7]
d) (V2;5]N[3.2;7]

7. Calcular aplicando propiedades, sin utilizar calculadora.

2) (3>.<25>+(;<52)

0.6 13
0.3 — —
[(—0.3) * 10]
b) il =
05. >
30

44



Practica 1

b) m.m.m = 3m

¢) (b.12)% = 1

9. Resolver aplicando propiedades de la potenciacion.
4 2 -1 3 16 3 18
“(2) = (2) (2) —15=
) g (3> (2) (2)
3\ ¢ 3\’ 5\ ! 6\ 2 1\ !
(=5) (3) +(5) - [(‘Q ] (1) -

9 () () -

10. Calcular utilizando propiedades, sin usar calculadora. Dejar expresado el resul-
tado en notacion cientifica.

(—9.8x101%)
a) (—1.4x1079) —

b) 10% . (i};) (=25) =

8.4 x 10"
2 <10> 0=
d) (7.3 x10712) : (25 x 10724) =

11. Escribir V (Verdadero) o F (Falso) segtin corresponda, justificando la respuesta.

a) Va +b=+a+ Vb
b)\/@:ﬁ
¢) Vrt=uz

12. Resolver aplicando propiedades de la radicacién especificando para que valores
son validas las expresiones.

a) Vad Javat =

12

x

b) gﬁ:

¢) V8x 4+ Vat — 5x =
b—c

DI

13. Calcular utilizando propiedades, sin usar calculadora.

0 5 -2 (-i) (-12) £ 22 =
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Practica 1

()

4 2

(22 (5-3) 2 yrese
R (ORI (ol

3

14. Calcular los siguientes logaritmos aplicando la definicion:

15. Utilizando la definiciéon de antilogaritmo, despejar y hallar con calculadora el
valor de z.

1

1 = -

a) logx 5
b) log,x = 7.1

c) log,8 =3

16. Indicar si las siguientes igualdades son verdaderas o falsas justificando tu res-
puesta:

1 1
a) (logz4)2 = B log; 4

1 1
b) logs4z = 5 log; 4

log, 2
c) 1ng5 = logs2 — logs 5

2
d) log35 = log;2 — logy b

log 2
e) In2 = o8

loge
17. Sabiendo que log,(x) = 2, log,(t) = 13, log,(y) = 3 y log,(z) = 3/2 calcular:
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Practica 1

18. Calcular sin utilizar calculadora suponiendo que las letras toman valores permi-

tidos.
4 log, 4
) 3 10223
b) (1Og2 8)2 —
logy V2 + %
&) log, {3& + 9}3 _
a+ 3
(logs a)® + % eln(3) —
logy1(2a — a)
e) log,(a.b) + logi(b) =

(logs 25)~1 —

Wl

f) logyw — log, (Z;)) + (logz(471)) 71 — 22 loel =

1
g) Ine? + §(loga a®)1/? =
h) logs(27)%/% — logs 4 =

10%11(1/11)
=28 Sl el | —
logy (0-7) 108 V3

logs 15 1 1 loge 312 5 B
s (3) + (657 b 0 -

7)
19. Problemas con logaritmos

a) La magnitud R (en la escala de Richter) de un terremoto de intensidad

se define como: R = log (I[o>’ donde I es la intensidad minima utilizada
como referencia.
1) Un terremoto tiene una intensidad de 4 x 10® veces I ;Cudl es su
magnitud en la escala Richter?
2) El terremoto de Anchorage, Alaska, del 27 de marzo de 1964, tuvo una

intensidad de 2.5 x 10® veces I, ;Cudl es su magnitud en la escala
Richter?
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Practica 1

b)

3) (Cuél es la intensidad de un terremoto que en la escala Richter llega a
los 5 puntos? ;Y uno que llega a los 7,8 puntos?

Una escala utilizada para medir la magnitud de un sismo es la escala de
Richter. La cantidad de energia liberada en un movimiento sismico esté
dada por la formula: log E = 1.5R + 11.8, donde E es la energia liberada
medida en ergios y R es la magnitud del sismo en grados en la escala de
Richter.

1) Expresa la energia liberada en su forma exponencial.

2) (Qué cantidad de energfa se libera en un temblor de grado 47, ;y en
uno de grado 57

3) ;Cudl es la relacién numérica entre ambos valores?

4) El aumento de un grado en la escala Richter, ; Qué aumento representa,
aproximadamente, en la cantidad de energia liberada? Y si el aumento
fuera de dos grados, ;/qué incremento se produce en la energia liberada?

5) Desde que se dispone de instrumentos de medicién sismica, el terremoto
de mayor magnitud registrada es el de Valdivia en el ano 1960, que tuvo
una magnitud de 9.5 grados en la escala de Richter. Comparé la energia
liberada en este terremoto con la de Caucete del ano 1977 que fuera de
7.4 grados de la misma escala.

La magnitud aparente, m, de una estrella mide el brillo observado de la
misma, mientras que la magnitud absoluta, M, mide el brillo que observa-
riamos si la estrella estuviera a 10 pc de distancia® . Cuanto menor es la
magnitud (absoluta o aparente), mas brillante serd la estrella. Conocien-
do ambas magnitudes se puede calcular la distancia, d, a la estrella como
m— M = —5+ 5 log(d).
1) Calculd la distancia al Sol sabiendo que su magnitud aparente es igual
a —26.7 y su magnitud absoluta es 4.9.
2) Sabiendo que la magnitud absoluta de Sirio es 1.4 y se encuentra a
una distancia aproximada de 2.7 pc y que para la estrella Canopus
M = —5.53 y d = 94.7 pc. ;Cual de las dos estrellas se ve més brillante?

La temperatura de rocio (7y) es la temperatura a la que se debe enfriar a
presién constante una masa de aire para que comience a condensar el vapor
de agua que contiene. Una relacién util que involucra a la temperatura
ambiente T' y la temperatura de rocio Ty es: T — T, = —351log(r), en donde
r es la humedad relativa ambiente (HR) dividida por 100 (r = &) Sj la
humedad relativa medida en la estaciéon de La Plata Obs. Es del 756% y la
temperatura en el abrigo meteorologico es de 21 grados centigrados ;Cuédl

es el valor de la temperatura de rocio?

Para seguir practicando

1. Primero expresar los nimeros decimales como fraccién y luego calcular utilizando
propiedades, sin usar calculadora.

9El parsec (pc) es una medida astronémica de distancia. Es aproximadamente igual a 3.26 afios
luz (3.09 x 1013 km)
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a) 0,2 + 2,15 — {/0,6.12 =
0.05 + 0.75 0.23

) 001 + 003 ~ /0.0016
¢) /(0.1.0.3)2 : (0.2 — 0.1)2 — VO8I =

~

0.7+ 1,3

At 12.3.3 — 0.9.0.17 1.7.025 =
5 +0,12.3.3 — 0.9.0.17 + /1,7.0.25

2. Sabiendo que loga = 2, logb = 3 y que logc = 4, calcular los siguientes logarit-
mos:

d)

a) log(a®.b) =

b
b) log \/:3 =

) log (}) _

3. Una de las aplicaciones de la funciéon logaritmica es el calculo del pH de una

sustancia a partir de la concentracién de iones positivos de Hidrégeno ([H]T).
Asi, pH = - log [H]T.

a) Calculd el pH de una solucién cuya concentracion de iones de hidrégeno es:
[H]T = 1078 [H]T = 0.03 x 107% [H]" =5 x 107" [HF = 5x 107"y
[H]T =3 x 1073,

b) Calculd [H]™ para soluciones cuyo pH es: pH = 7, pH = 11, pH = 3y pH =
6.
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Menos por menos es mas ...
.Seguro?

Este texto es una transcripcion textual del libro “Matemdtica ... ;estds ahi?. Epi-
sodio 3.147 escrito por Adrian Paenza.

Una de las “verdades” que nos ensernian en la escuela o en el colegio es que

“Menos por menos es mas”

Uno anota. Piensa. No entiende. Vuelve a pensar. Sigue sin entender. Mira al com-
panero de al lado. El tampoco entiende. Y de pronto se oye a la maestra o el profesor,
que otra vez nos taladran con:

“Menos por menos es mas”

Uno tiene varias alternativas frente a esto. La mas probable es que bloquee la mente,
deje el cuerpo en el lugar, escriba como un autémata, pero en realidad ya nada mas de
lo que se oiga o se lea en esa habitaciéon va a convocar su atenciéon, al menos por un
rato.

-, Qué dijo? -dice uno preocupado.

-Dijo algo asi como que... menos por menos, es mds -contesta el companero del
banco de al lado.

-No entiendo -contesta el primero.

-Yo tampoco -dice el otro, pero al menos éste pudo repetir lo que habia oido.

Entonces uno levanta la vista y ve en el pizarrén escrito:

Ejemplos:

(=3).(=2) =6
(-7).(=3) = 21
(=15).(=1) = 15

Y un poco mas abajo, uno advierte con horror que incluso se japlica a fracciones!

(—1/2).(=6) = 3
(—9).(~2/3) = 6
(—2/5).(=3/4) = 3/10
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Menos por menos es mas ... ;Seguro?

El pizarréon escupe ntimeros, simbolos, letras que invitan a abandonar todo y es-
capar. ;De qué habla esta persona?. Pero uno no tiene mas remedio que aceptar. En
la escuela o el colegio, acepta porque en general no se ensena con espiritu critico (con
las excepciones correspondientes), sin embargo aqui cabe preguntarse inmediatamente:
ipor qué?

De todas formas, el tiempo pasa, y uno termina aceptando el axioma (o lo que
parece como un axioma o verdad absoluta) de que menos por menos es més, porque:

1. no le queda mas remedio,

2. no se contrapone con nada de lo que uno ya sabe,
3. uno nunca necesito usarlo en la vida cotidiana,

4. cierto o falso, no me afecta, y, por ultimo,

5. no me interesa

Mi idea es tratar de encontrar alguna explicacion de por qué es cierto que menos
por menos tiene que ser mas.

Supongamos que estd manejando su auto a 40 kilémetros por hora. Si le preguntara
dénde va a estar dentro de 3 horas, usted contestara: “Voy a estar a 120 kilometros
de acd”. éste seria un ejemplo de que “mas por mas, es mas”. O sea, aunque uno no
escriba los simbolos (+) adelante, es como si estuviera diciendo:

(+40).(+3) = (+120)
Uno representa los 40 kilémetros por hora, con (+40) y lo que “va a pasar” dentro
de 3 horas, con (+3). Multiplica y tiene (+120), o sea, uno estara 120 kilémetros mas

adelante de donde esta ahora.
En una figura se ve asi:

>

T T
0 40 20 120

Si ahora, en luga de ir a 40 kilometro por hora hacia adelante, empezara a manejar
su auto marcha atrds a la misma velocidad (o sea, a 40 kilémetros por hora pero hacia
atras), podria preguntarle: ;dénde va a estar dentro de 3 horas?

(—40).(+3) = (—120)

Otra vez, si uno quiere representar en simbolos que estd yendo marcha atras, lo que
hace es escribir

(—40)
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Por otro lado, como uno quiere saber, otra vez, “qué va a pasar dentro de 3 horas”,
usa el nimero (+3) para representarlo.
En una figura se ve asi:

120 80 A
| |

0 0
I
T

<1

Es decir, si uno maneja el auto hacia atras a 40 kilémetros por hora, dentro de 3
horas va a estar 120 kilémetros atras del lugar del que partio. Esto corresponde -espero
que se entienda con el ejemplo- a que menos por mas es menos.

Ahora bien, lleguemos entonces a la tltima pregunta (que le pido que lea con cuidado
y, sobre todo, que lo piense sola/o la respuesta).

“Si usted viene como recién, manejando su auto a 40 kilometros marcha atrds y
yo, en lugar de preguntarle donde va a estar dentro de 3 horas, le preguntara, sdonde
estaba hace 3 horas?. Usted, jqué contestaria?. (Por favor, mas alla de responder, trate
de convencerse de que me entendid la pregunta). Ahora sigo yo: la respuesta es que
uno estaba jmas adelante!. Mas atn: estaba 120 kilometros mds adelante de donde esta
ahora.

Si sigo usando los simbolos de mas arriba, tengo que escribir:

(—40).(—30) = 120

Es decir, escribo (—40) porque estoy yendo marcha atrés, y escribo (—3) porque
pregunto qué pasé hace 3 horas. Y como se advierte, uno, hace 3 horas estaba 120
kilometros mas adelante del punto donde estd ahora. Y eso explica -en este caso- por
qué menos por menos es mas.

En el dibujo es:

0 40 e 120

Luego, en este caso, se ve que jmenos por menos es mas!
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Ejemplos simples de resolucién de
ecuaciones

Las ecuaciones que analizaremos aqui son aquellas en las cuales la incognita es el
argumento de una raiz o cuando es base de una potencia. En ambos casos, durante la
resolucion de la ecuacion, nos vamos a encontrar con la situacion de indice y exponente

iguales.
Supongamos que queremos despejar el valor de x en los siguientes casos.

Indice y exponente impar:

= Ejemplo 1: La incognita es el argumento de una raiz de indice impar.

Vi =s

Elevamos al cubo en ambos miembros

(Vz) = &
= 8
r = 8§ =512

= Ejemplo 2: La incognita es base de una potencia impar.
=38
Aplicamos raiz cibica en ambos miembros

3 1_3 — \?,/g
r = V/8=2
Indice y exponente par:

= Ejemplo 3: La incognita es el argumento de una raiz de indice par.

iz =2
Elevamos a la cuarta en ambos miembros
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Ejemplos simples de resolucion de ecuaciones

En este caso, para que la ecuacién tenga soluciéon, x debe ser mayor o igual que
cero, entonces

&
K osle
|

[\]

o~

21 =16

Ejemplo 4: La incégnita es base de una potencia par.

2t =16

Aplicamos raiz cuarta en ambos miembros

4

= V16
z| = V16 =2
Por definicién de moédulo tendremos que
six >0, |z| =0 =2 =2
siz <0, |z|=—1r = —2x=2= 1= -2
Asi encontramos que la ecuacion tiene dos soluciones, x1 =2 y xo = —2

Esta situacion en general suele escribirse de la siguiente manera:

v V16
r = +£v16 =42
S =2y To=—2

Es importante notar que el £+ aparece por “culpa” de la potencia par y no por
la raiz. Es decir que, si tomamos n € IN

podemos resolver de dos maneras

r=£G 6 ol = ¥/p



Capitulo 2

Expresiones polinémicas.

Factorizacion
| o
f:i b'| ab
o
a \ab a
-b- a
(a+b)?
= a®+b2+ab+ab

= a2 +2ab+b?






Capitulo 2

Expresiones polinémicas.
Factorizacion

2.1. Aspectos preliminares.

En esta seccion repasaremos algunos conceptos que, aunque bastante elementales,
conviene tener claros. Comencemos por recordar que en el lenguaje mateméatico, una
letra representa una cantidad que puede ser conocida o desconocida. En otras pala-
bras, cada letra representa un ntimero. Pero, jpor qué no utilizamos directamente los
numeros? Las razones son varias. En primer lugar debemos consignar que a veces no
conocemos el nimero, por lo que la letra representa nuestra “incognita”. Otras veces
por economia, ya que si nuestro nimero fuera 3586411.03652200 resultaria muy molesto
para manipularlo en operaciones algebraicas. Entonces, una buena opcion en este caso,
es representarlo utilizando una letra (por ejemplo b) y luego reemplazarlo al final de
las operaciones. Otra razén podria ser que nos reservemos el derecho de asignar distin-
tos valores a un misma letra. Supongamos que 7' representa la temperatura promedio
del dia y toma parte en una expresion matematica de uso en meteorologia. La expre-
sion sera la misma siempre, pero 7' tomaréd valores distintos cada dia. Siguiendo con
las razones, también ocurre que los niimeros irracionales no pueden escribirse porque
poseen infinitas cifras decimales no periddicas. Entonces sélo cabe representarlos por
un simbolo. Algunos irracionales son muy famosos como 7 o e (base de los logaritmos
naturales). Finalmente, digamos que si los niimeros a representar son fijos y sencillos
(como 2, 5 o 17) podemos optar por escribirlos directamente, evitando representarlos
por una letra.

2.2. Expresiones polinémicas
Consideremos dos niimeros cualesquiera o sus respectivas representaciones median-
te letras. Si se escriben uno a continuaciéon del otro, sin que medie entre ellos ningin

simbolo que represente una operacion, entenderemos que los dos nimeros toman parte
como “factores” de un producto usual (o multiplicacién). Veamos algunos ejemplos:

= 125 significa 12 por 5 y podria reemplazarse por 60.
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2. Expresiones polinémicas. Factorizacion

= 7a significa 7 multiplicado por el valor que represente a.

= br significa que los valores que representen b y x deben multiplicarse entre si.

Ahora extendemos el concepto a una secuencia de simbolos que contenga cualquier
numero de ellos, interpretando que la ausencia de operaciones indicadas representa
implicitamente productos. Por ejemplo, la secuencia bbaxrdxaa debe interpretarse como
la multiplicacién de los nimeros indicados y los representados por la letras. Una forma
de escribir en forma mas compacta la secuencia de factores puede obtenerse haciendo
lo siguiente:

S5bazrdzaa = 20a’bs? (2.1)

Cualquier expresion simbélica que pueda escribirse como producto de cantidades
conocidas o desconocidas, ya sea en forma explicita o simbdlica, la denominaremos
“expresiéon mondmica”. Como ejemplo tenemos:

24 7 —5hb! TIY”Z 27 myC f? (2.2)

Ahora estamos en condiciones de dar un paso mas. Si proponemos una expresion for-
mada por la suma de varios expresiones mondémicas, decimos que la misma es una
“expresion polindémica” Veamos algunos ejemplos:

16a®> + 5b%c — 8abc®
o+t + o+ 1 (2.3)
6ay* — 12a%y® + 18dy

Como forma abreviada del lenguaje, a las expresiones polindémicas se las suele re-
ferir como “polinomios”; aunque esta palabra a veces es utilizada en un sentido mas
estricto. Nosotros adoptaremos esta terminologia con las debidas reservas. Por exten-
sién inmediata, decimos que, dependiendo del niimero de expresiones mondmicas que
componen el polinomio, estos seran monomios, binomios, trinomios, cuatrinomios, etc.

2.3. Factorizacion

Comencemos por dar algunas precisiones terminoldgicas. En primer lugar recorde-
mos que la palabra “factor” se utiliza en matemaéatica para denominar a cada una de
las cantidades que toman parte en un producto o multiplicacion. Los factores pueden
ser numeros o sus representaciones. Por ejemplo, la expresion

2
24 ax® (b + 4y2) (2.4)
representa el producto de cuatro factores. Estos son
2
24 a 7 (b + 4y2) (2.5)

Al lector le debe quedar claro que estas cuatro cantidades son “factores”, solo en el
contexto de la expresién (2.4), dado que la misma es un producto.
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2.4. Primer caso: Factor comun.

Ahora recordemos el significado de la palabra “término”. En matematica, la palabra
término se aplica a las cantidades que toman parte en una suma algebraica, por ejemplo:

T+ 38 — h? + (732 - a) (2.6)
es una expresion formada por cuatro términos, ellos son
v 38 B (75°—a) (2.7)

Nuevamente, las cuatro cantidades anteriores son “términos”, porque la expresion (2.6)
es una suma algebraica.

Ahora estamos en condicones de abordar el concepto de factorizacion. Consideremos
inicialmente una expresién polinémica. Decimos que la misma admite ser factorizada,
si mediante operaciones se la puede convertir en un producto de al menos dos facto-
res. Esto no siempre sera posible, por lo que resulta muy importante que el estudiante
aprenda a reconocer los casos en que tal operacién puede realizarse. Nosotros aqui
presentaremos algunos casos clasicos que no agotan todas las posibilidades, pero pue-
den ser abordados mediante recursos matematicos muy béasicos. Pospondremos por el
momento los casos de factorizacion que requieran recursos aiin no repasados. En senti-
do practico, podemos reconocer en general que el proceso de factorizacion consiste en
recorrer el camino inverso de la propiedad distributiva del producto en la suma. Por
tanto, aplicar la propiedad distributiva en el resultado de la factorizacion, siempre es
un buen método para comprobar que las cuentas estén bien hechas.

2.4. Primer caso: Factor comun.

Los polinomios que pueden ser factorizados con esta técnica no tienen ninguna res-
triccion respecto del niimero de monomios que contienen. La condicién de aplicabilidad
es que existan factores repetidos en todos los monomios, ya sean simbolicos o numé-
ricos. Para poder distinguir si existe un factor comun entre los niimeros, utilizaremos
como regla, que dicho factor comin es el maximo comun divisor entre los nimeros de
todos los monomios. Cuando algiin monomio no presenta factor numérico asumiremos
que dicho factor es la unidad (1), y serd suficiente para asumir que el factor comin
numérico es 1 (y por tanto no se escribe). Los factores simbdlicos que se repiten en
todos los monomios, pueden aparecer con distintos exponentes. La regla es elegir como
factor comin al factor repetido con su menor exponente (recuerde que cuando no se
escribe el exponente, se asume que el mismo vale 1). Practiquemos con un ejemplo

18a’ba? + 48a*b*y + 30a*b%y? (2.8)

Comencemos por reconocer que el maximo comun divisor entre 18, 48 y 30 es 6. Por
tanto 6 es el factor comin numérico. Luego observamos que los factores simboélicos
repetidos son a y b que, cuyos menores exponentes son a? y b. Entonces, estos tltimos
son los factores comunes simbdélicos. Ya tenemos todo lo necesario. Ahora la técnica
consiste en escribir a los factores comunes, acompanados por el polinomio remanente
entre paréntesis. El ejercicio completo tiene el siguiente aspecto:

18a’ba? + 48a*b*y + 30a%V*y? = 64a°b <3a$2 + 8by + 5b2y2> (2.9)
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2. Expresiones polinémicas. Factorizacion

Observe que siempre el polinomio remanente tiene el mismo nimero de monomios
que el original y cada monomio del mismo se obtiene manteniendo “lo que queda” al
extraerle el factor comun. En sentido estricto, decimos que el monomio remanente se
obtiene del cociente entre el monomio original y el factor comun.

2.5. Segundo caso: Factor comun en grupos.

Los polinomios que se encuadran en este caso, deben cumplir el requisito de tener
un ntimero par de monomios!. La técnica consiste en seperar el polinomio en dos partes
con igual nimero de monomios. Luego, en cada uno de los grupos procedemos con el
método de la seccion anterior. Con esto llegamos a la mitad del proceso. Trabajemos
con un ejemplo hasta este punto.

20 s%0* — 28ab® + 15s%°c — 2lac (2.10)

Elegimos los dos primeros monomios como primer grupo, y los restantes como segundo
grupo 2. Luego, operamos extrayendo los factores comunes de cada grupo. Entonces
tenemos

205°° — 28ab® + 155% — 2lac = 40” (55> — 7a) + 3¢ (55 — 7a) (2.11)

En este punto debemos observar lo mas restrictivo que requiere la técnica. Los poli-
nomios remanentes de cada grupo “deben ser iguales”. Esto ocurre en nuestro ejemplo
por lo que podemos seguir adelante. Si no ocurriera, el método no puede aplicarse y
decimos que el polinomio en cuestion no puede ser factorizado con esta técnica. Vol-
vamos al ejemplo. Como los polinomios remanentes de cada grupo son iguales, y cada
uno de ellos es un “factor” de los respectivos “monomios” en que se convirtié cada gru-
po original, resultan factores comunes entre dichos monomios. Entonces los extraemos
como factores comunes. Asi obtenemos la factorizaciéon final siguiente:

205°° — 28ab® + 155% — 2lac = (55 — 7a) (40* + 3c) (2.12)

2.6. Tercer caso: Trinomio cuadrado perfecto.

Como indica su nombre, esta técnica se aplica a polinomios con tres términos. De es-
tos términos, dos deben ser cuadrados perfectos. Reconocerlos es bastante facil, pues es-
tos dos monomios deben tener todos sus factores simbdlicos con exponentes pares, mien-
tras que sus factores numéricos deben ser cuadrados perfectos (1, 4, 9, 16, 25, ...)3.
Veamos un ejemplo

25a* + 30abc® + 9b%c! (2.13)

'En realidad, esta condicién no es excluyente, sino que en los casos més habituales se cumple. El
estudiante podra inferir sobre los casos mas complicados, cuando adquiera experiencia practica en
resoluciones bésicas.

2; Se te ocurre otra forma de agrupar los monomios? Por ejemplo, jqué sucede si agrupamos el
primer monomio con el tercero por un lado y los restantes por el otro?

3Este método también puede aplicarse aunque los factores simbélicos no tengan exponentes pares o
los factores numéricos no sean cuadrados perfectos, siempre que la raiz cuadrada quede bien definida.
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2.7. Cuarto caso: Cuatrinomio cubo perfecto.

Aqui observamos que el primer y tercer monomio son cuadrados perfectos, por lo que
estamos en condiciones de seguir adelante. Luego, obtenemos la raiz cuadrada de los
dos monomios seleccionados, y construimos el doble del producto de estas raices. La
secuencia estd indicada en lo que sigue:

2
{ 3562“64 — { gZCQ —~  2(5a) (3bc?) = 30abc? (2.14)
Ahora verificamos si este ultimo resultado coincide con el monomio restante del po-
linomio original. El estudiante observara que el segundo término de nuestro ejemplo
coincide con el resultado obtenido. Entonces estamos en condiciones de decir que nues-
tro ejemplo constituye un “trinomio cuadrado perfecto”.

Hasta aqui, solo hemos verificado las condiciones de aplicabilidad de la técnica.
Ahora, estamos en condiciones de escribir el resultado. Este consiste en el cuadrado de
un binomio cuyos monomios son las raices de los cuadrados perfectos. Entendiendo que
dichas raices son elegidas como positivas, el signo entre los monomios del resultado,
debe coincidir con el signo del monomio original que no es cuadrado perfecto. Asi
tenemos

25a® + 30ab? + 9K = (5a + 3b¢°) (2.15)

2.7. Cuarto caso: Cuatrinomio cubo perfecto.

Aqui nuevamente el titulo nos indica que los polinomios que pueden tratarse con
esta técnica, deben tener cuatro términos. El procedimiento es analogo al del caso
anterior. Primero tenemos que reconocer que dos de los cuatro términos sean cubos
perfectos. Para reconocerlos, observamos que todos los factores simbdélicos tengan ex-
ponentes multiplos de 3. Por su parte, los factores numéricos deben ser cubos perfectos
(1, 8, 27, 64, 125, ...). Veamos un ejemplo

27s°2% + 108 s*r*a + 144 s2’a® + 64d° (2.16)

Observemos que el primer y el cuarto término son cubos perfectos. Entonces podemos
seguir adelante. La segunda etapa consiste en obtener la raiz ciibica de estos monomios.
Luego, hacemos dos operaciones:

a) El triple del producto entre el cuadrado de la primera raiz y la segunda.

b) El triple del producto entre la primera raiz y el cuadrado de la segunda.
En la secuencia siguiente, mostramos el procedimiento para nuestro ejemplo:

{ 27 5320 { 3 sa? R { 3 (3s22)* (4a) = 108 s2z'a

2.17
64 a® da 3 (3s2%) (4a)® = 144 s22a? (2.17)

Aqui el estudiante debe corroborar que los resultados de los productos realizados en
a) y b), coincidan con los dos términos restantes del polinomio inicial, esto se verifica
con el segundo y tercer monomio de la Ec.2.16. Entonces comprobamos que dicho
polinomio es un cuatrinomio cubo perfecto. Ahora estamos en condiciones de escribir
el resultado. El mismo es el cubo de un binomio cuyos términos son las raices cibicas
de los cubos perfectos. Asi tenemos

3
27s%2% + 108 s*z%a + 144 s7%a® + 64d° = (3 sz? + 4a> (2.18)
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2. Expresiones polinémicas. Factorizacion

2.8. Quinto caso: Diferencia de cuadrados.

Este es un caso cuya factibilidad de aplicacion es muy facilmente reconocible. Sélo es
aplicable a binomios diferencia, cuyos términos sean cuadrados perfectos. Trabajemos
con un ejemplo

49w?h* — 167°%? (2.19)

Que el binomio es una diferencia, lo reconocemos por el signo “menos”. Luego, que los
términos son cuadrados perfectos lo corroboramos mediante la técnica de reconocimien-
to propuesta para los trinomios cuadrados perfectos (Seccion 2.6). Para este ejemplo se
verifica, por lo que estamos habilitados a efectuar la factorizacion. Para ello, buscamos
las raices cuadradas de cada monomio. Esto es

49 w2h* 7 wh?
{ 16 602 { 473b (2.20)

Luego el resultado es el producto de dos monomios. Uno es la suma de las raices, y el
otro es la diferencia de las mismas. El ejemplo se completa como sigue:

19w?h' — 167 = (Twh® — 47°) (Twh? + 47°) (2.21)

2.9. Casos combinados.

Muchas veces, los polinomios admiten mas de un proceso de factorizacion. Estos
suelen ser los casos més interesantes, porque permiten ejercitar cierta destreza mate-
matica muy util en innumerables tratamientos a desarrollar en el futuro. Desarrollemos
pues, un ejemplo que combine varios casos, donde s6lo indicaremos en cada paso, el
caso de factorizacion que aplicamos. Consideremos el polinomio siguiente:

10as® — 180as’b* + 810ab's + 5bs® — 905’6 + 405b°s (2.22)
Extraemos factores comunes (primer caso).
55 (2as" — 36as’® + 162ab" + bs' — 18s°%° + 811°) (2.23)

Identificamos grupos para aplicar el segundo caso, y extraemos factores comunes en
cada grupo.

bs [2a (s' — 18527 + 81b') + b (s* — 185% + 81b%) ] (2.24)
Luego factorizamos completando el procedimiento del segundo caso, tenemos.
55 (2a + b) (34 — 185%* + 81 b4) (2.25)

Ahora reconocemos un trinomio cuadrado perfecto en el segundo paréntesis. Aplicamos
tercer caso.

5s (2a + b) (32 — 91)2)2 (2.26)
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2.9. Casos combinados.

El binomio del segundo paréntesis es una diferencia de cuadrados. Aplicamos quinto
caso.

5s(2a + b)[(s + 3b)(s — 3b)]? (2.27)
Finalmente, escribimos la forma mas factorizada posible.

5s(2a 4+ b) (s + 3b)°(s — 3b)? (2.28)
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Practica 2

1. Factorizar las siguientes expresiones mediante extraccion de factor comin o factor
comun en grupos segun corresponda.
a) ab—bc =
b) 23 — 4zt =
c) 6ryz + 3xyz? + 9r3y?z =
d) a*+x+3z+3=
e) 3n® +n* —3n — 1=
)

F) —2h° + 12h* — 18h3 4+ 2h% — 12h + 18 =

2. Escribir V o F segin corresponda, justificando tu respuesta.
a) & —2c+1=(c+ 1)
b) d* +8d + 16 = (d + 4)*
o) ff=14+2f=(1-f)
3. Expresar cada trinomio cuadrado perfecto como el cuadrado de un binomio.
a) 422 — 42+ 1 =

9
3k+k2+1=

b)
¢) 4+ a® +4a® =
)

LS S
—-85+ -+ 5 =
3 9

4. Escribir V o F segtn corresponda, justificando tu respuesta.

d

a) 1 +3m?*> —3m —m? =(1 — m)3
b) —27v% + 03 — 27 + 9v = (v — 3)®
c) wP — 9w? + 27w + 27 = (w + 3)°

5. Expresar cada cuatrinomio cubo perfecto como el cubo de un binomio.

a) p* + 15p* + 75p + 125 =
1 3 3
b) §x3—1—1x2+§x:

¢) 48h — 122 — 64 + h® =
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Practica 2

3 3 1
d*Q e 3 i
)2q +4q+q +8

6. Resolver aplicando diferencia de cuadrados:

a) 1 — g* =

b) b* — 36 =
4

c):pz——g—
121

d) 25m? — 4 =

e) 1t — 625 =

7. Factorizar cada una de estas expresiones:

a) 6ab + 1ldac — 2ad =

b) 36a*0° 2% + 6a°b*z + 3a*b*2® =

c)ab—a—->b+1=

d) 2z + 3y — 6zy — 9y?

e) atmd — b8 S =

f) 22 —=22+1=

g) 6423y + 3wy — ; — 24 2%y* = Ayuda: Usar cuatrinomio cubo perfecto
h) acm + adm + becm + bdm + acn + adn + ben + bdn =

8. Factorizar las siguientes expresiones, especificando en cada caso el conjunto de
validez, y luego simplificar.

2 4+ 4x + 4
Q) T =
x? + 2x
b 2 43 _
=272 + 13 41
t° — 16t
) ——— =
-2t + 2
2 -3
d) AT -

—3n + n? n

0 Ak + k> +4 6k + 3k*
4+ k2 6k — 12k

),

q* — 16

D <q2+q6—|—9>
2+q
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Practica 2

y: y?
142 B+1
7) + =
(1—2)(1*—1)  —14+2+1P—204
h —7
h2 — 16 h + 4

D Tag —1an wE 16 - A2
4+ h 4

2\ (-1
1(53) (59 -

) —(25 - f?) J =3 =5
f24+9—6f10f+25+ f2 f2-25

2> 4+ mx + 224+ 2max + m?

8- 8

m) =
22 +m
) abt —tcg +atg — btc 2a + 2c¢
n =
a? — 2 2102 + 2tg® + 4tgbd

Para seguir practicando

1. Factorizar las siguientes expresiones especificando en cada caso el conjunto de

validez.
a)2x4—x — 62 =
b) y° =y =
¢) —w? + 16w =
d) 9¢ + 3p + 18pq + 6p =
) 9+ 6u + u? . uw? —9
e)] — =
-3 —u -3+ u
m 2
+ 2
f)m—3 —6m +m*+9 _
2—m
m — 3
100 — 22 a— T

20_,_% 10a — 102z — za + x2

2. Encontrar los errores cometidos, justificando tu respuesta.
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Practica 2

a) 4z —4x —4 = -4+ 2+ 1) = —4(z + 1)

; 3w2—3w—w3+1—w—1_(w—1)5—M
) w? — 1 (w1 (wT)

= (w — 1)

0 m? — w? (w—m)QZWM(w—m)
(m — w)? w? — m? (m — w) (m—w) (W) (w—Tmm)

(w — m)

(m — w)
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Capitulo 3

Ecuaciones algebraicas

Decimos que una igualdad son dos expresiones vinculadas por el signo
igual. A cada expresion se la llama miembro: el primer miembro corresponde a la
expresion que esta a la izquierda del signo igual y el segundo miembro es la expresion
que esta a la derecha.

Una igualdad que se verifica para cualquier conjunto de valores de las
variables es una identidad.

Ejemplo: Las siguientes igualdades son identidades

a=a
(a+b)?* =a*+2ab+V*
2=2

Una igualdad que se verifica para ciertos valores de las variables es una
ecuacion. Los valores que satisfacen la ecuacion se llaman soluciones de la ecuacion.
En el caso particular de tener una ecuacion igualada a cero (esto implica que uno de los
miembros de la igualdad es cero) a los valores de las variables que satisfacen la ecuacion
se los llama raices de la ecuacion. Para resolver una ecuacion (es decir, para encontrar
su solucién) hay que operar miembro a miembro para despejar la o las variables. Dos
ecuaciones son equivalentes cuando tienen la misma solucién.

Dependiendo de las operaciones involucradas en su expresion, se puede distinguir
entre ecuaciones algebraicas y no algebraicas. Las ecuaciones algebraicas involucran
expresiones polinémicas, mientras que en las no algebraicas la incégnita forma parte
del argumento de alguna funcién no algebraica (como por ejemplo raices, logaritmos,
exponenciales o funciones trigonométricas!). En este capitulo nos concentrare-
mos en estudiar ecuaciones algebraicas, mientras que algunos ejemplos de
ecuaciones no algebraicas pueden encontrarse en el material de lectura adi-
cional.

'En el Capitulo 4 veremos algunas nociones bésicas de funciones y estudiaremos las funciones
trigonométricas.
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3. Ecuaciones algebraicas

ATENCION: Operar miembro a miembro garantiza que la nueva ecuacién
es una igualdad pero NO GARANTIZA que sea una ecuacion equivalente.
Por ejemplo:

T = 2 = 2 es solucién

Si elevamos al cuadrado en ambos miembros (manteniendo la igualdad) obtenemos una
nueva ecuacion

2? = 4 = 2 y —2 son soluciones

Como las raices son distintas las ecuaciones no son equivalentes. Este hecho hay que
tenerlo muy presente a la hora de resolver ecuaciones.

3.1. Ecuaciones lineales
Las ecuaciones lineales son expresiones polinémicas que pueden llevarse a la forma:
ar+b=0

La méxima potencia de la variable (grado del polinomio) debe ser igual a 1, y a debe
ser distinto de cero, pues si a = 0 no seria un polinomio de grado 1.

Este tipo de ecuaciones tiene una tnica solucién. Para despejar la variable primero
se resta b en ambos miembros y luego se divide, en ambos miembros, por a:

ar+b—b = 0-0

ax —b
a a
—b

r = —
a

Entonces la tinica soluciéon de una ecuacién lineal ax + b = 0 es:

P (3.1)

3.1.1. Pérdida de soluciones

Una ecuacién puede resolverse de diferentes formas. Sin embargo, hay veces que
segun el camino elegido se puede obtener un resultado equivocado cuando no se opera
cuidadosamente. Veamos esto con un ejemplo.

Ejemplo: Tomemos la ecuacién lineal
3z+3=4(x+1)

La resolveremos de dos maneras diferentes:

78



3.1. Ecuaciones lineales

Caso 1:
3z+3 = 4(z+1)
3(x+1) = 4(xz+1)
3(rA41) = 4(z+1)
3 = 4 = P solucién
Caso 2:
3x+3 = 4(x+1)
3r+3 = 4dx+4
3—4 = 4x—3x
—1 = x = dsolucién

. Cual es la solucion correcta? jDonde esta el error?

En realidad, las dos resoluciones son posibles pero se llega a distintos resultados
porque el caso 1 esta incompleto. Lo que sucede es que para poder simplificar
el factor (z + 1) hay que aclarar que la simplificacién es posible siempre y cuando
(x+1) # 0, ya que simplificar es equivalente a dividir por (z + 1) en ambos miembros.
Para poder hacer esto hay que garantizar que no se esta dividiendo por cero. Entonces,
la primera resolucion tendria que hacerse de la siguiente manera:

Caso 1:
3z+3 = 4(z+1)
3(z+1) = 4(x+1)

Aqui hay que separar en dos casos:

Caso 1la: si (x + 1) # 0 entonces podemos simplificar

3le+1) = 4(z+1)

3 = 4 = P solucién
Caso 1b: si (z+1) = 0 entonces x = —1. Probemos si el valor x = —1 satisface la ecua-

cion 3x 43 = 4 (x+ 1). Para esto hay que reemplazar a x por su valor correspondiente
y ver si obtenemos una igualdad.

3.(=1)+3 = 4(=1+1)

-3+3 = 0
0 = 0 == dsolucion
Luego, como © = —1 satisface la ecuacién tenemos que —1 es solucién. De este modo

conseguimos, a través del caso 1 y el caso 2, obtener la misma solucion.

La pérdida de raices se puede dar en cualquier tipo de ecuacién. Por esto es impor-
tante resolver cuidadosamente las ecuaciones y a la hora de simplificar hay que analizar
los casos individualmente.
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3.1.2. Ecuaciones lineales de 1 incégnita que involucran mo-
dulo

Cuando tenemos una ecuacion lineal donde la incégnita forma parte del argumento
de un valor absoluto, hay que utilizar la definicion del médulo para poder despejar la
incognita.

Ejemplo: Supongamos que queremos encontrar los valores de z tales que:
|z 4+ 1] =2

Para poder despejar z de la ecuacion tenemos que sacar las barras de moédulo. Para
ello vamos a utilizar la definicion de valor absoluto dada en el Capitulo 2: Niimeros

Reales:
T six >0
|z = .
—x siz <0
Ahora apliquemos la definicion a nuestro caso:
z+1 siz+1>0
2 +1] = .
—(z4+1) siz+1<0

De modo que para resolver nuestra ecuacion lineal tenemos que separar en dos casos.
Un caso sera cuando z + 1 > 0 y el otro cuando z + 1 < 0.

Caso 1:si z+1 > 0 = |z + 1| = z + 1. Reemplazando el valor del médulo en la
ecuacion obtenemos que:

z+1 = 2
z+1 = 2
z = 2-—1
z =1

Ahora, el valor z = 1 sera solucion de la ecuacién siempre y cuando también se cumpla
que z+ 1 > 0 para z = 1 (porque esta fue la condicién con la que pudimos sacar la
barras de médulo). Para z =1, 24+ 1 =2 >0, por lo que z = 1 es solucién.

Caso 2:si z+ 1< 0= |2+ 1| = —(2 + 1). Reemplazando el valor del médulo en la
ecuaciéon obtenemos que
z+1 = 2
—(z+1) = 2
—2z—-1 = 2
—-1-2 = =z
-3 = z
Nuevamente, antes de apresurarse a decir que z = —3 es solucién hay que asegurarse
que este valor satisfaga que z+1 < 0. Para z = —3, resulta que z+1 = —3+1 = -2 < 0.
Por lo tanto podemos decir que z = —3 es solucion.

Finalmente tenemos dos valores de z que satisfacen la ecuacion |z + 1| = 2, estos
valores son z =1y z = —3.
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3.2. Sistemas de ecuaciones lineales

. Qué pasa si una ecuacion lineal tiene dos incognitas? Supongamos que tenemos la
ecuacion:
2r—p==6

Lo tnico que se puede hacer en una situacién como esta es escribir una variable en
funcion de la otra, es decir, despejar alguna de las variables. Por ejemplo, despejemos
p (porque es mas facil que despejar r, pero si ustedes quieren, pueden despejar r).
Entonces, nos quedaria que:

p=2r—=6

.Y cudl es la soluciéon de la ecuacién? Esta ecuacion no tiene soluciéon tnica, por el
contrario, tiene infinitas soluciones: todos los pares de valores de r y p que satisfagan
la ecuacién seran solucién, como por ejemplo:

r | p
0 | -6
1 | -4
4 | 2

1/2 | =5

Para poder encontrar valores tnicos de r y p necesitamos otra ecuacién que relacione
las dos incognitas y que no sea equivalente a la anterior que encontramos. De este
modo la segunda ecuacion también tendra infinitas soluciones, pero si existe algiin par
de valores que esta en los dos conjuntos de soluciones, tendremos una soluciéon que
satisfaga las dos ecuaciones simultdneamente.

Ejemplo: Tomemos como nueva ecuacion 2r — 3p = 2. De modo que el sistema de
ecuaciones que queremos resolver es el siguiente:

2r—p==6
2r—3p =2

Despejamos p de la primera ecuacion:

p=2r—=6
Despejamos p de la segunda ecuacion:
2r—3p = 2
2r—2 = 3p
2r—2
3 =P

Algunas de las infinitas soluciones de estas ecuaciones son:
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3. Ecuaciones algebraicas

Para la primera ecuacién Para la segunda ecuacion
r p r p
0 6 0 | —2/3
1 | -4 1 0
4 2 4 2
/2] 5 1/2 | —=1/3

Las ecuaciones 2r —p =6 y 2r — 3p = 2 no son equivalentes porque sus conjuntos
solucién no son iguales. Sin embargo los valores r = 4 y p = 2 satisfacen ambas
ecuaciones. Entonces se dice que el sistema de ecuaciones:

2r—p==6
2r —3p=2

tiene solucion tinica y es el parr =4 y p = 2.

Los sistemas de ecuaciones se clasifican segin la cantidad de soluciones que tengan:

Sistema compatible: Se dice que un sistema de ecuaciones es compatible cuando
tiene solucion. Podemos distinguir entre:

= Sistema compatible determinado: tiene solucién tnica. Este caso se da cuan-
do se tiene la misma cantidad de ecuaciones que de incognitas, y ademas, las
ecuaciones no son equivalentes.

= Sistema compatible indeterminado: tiene infinitas soluciones. Este caso se
da cuando se tienen menos ecuaciones que incognitas, o cuando las ecuaciones
son equivalentes.

Sistema incompatible: Se dice que un sistema de ecuaciones es incompatible cuando

no tiene solucion.

3.2.1. Meétodos de resolucion
Para resolver un sistema de ecuaciones existen distintos métodos:
= Sustitucion
= [gualacion
» Reduccién por sumas y/o restas

Aqui sélo nos centraremos en el método por sustitucién. Los otros métodos estan
descriptos en la lectura adicional “Resolucion de sistemas de ecuaciones”.

La idea del método es despejar una variable de una de las ecuaciones del sistema y
reemplazar la expresion encontrada en otra de las ecuaciones. En el caso de tener un
sistema con més de dos incognitas, este proceso hay que repetirlo hasta que consigamos
una expresion donde solo aparezca una de las incognitas. De esta expresion podemos
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3.2. Sistemas de ecuaciones lineales

despejar el valor de esa incognita. Luego, reemplazamos el valor encontrado en las
expresiones anteriores para ir encontrando los valores de todas las incognitas.

Ejemplo 1: Sistema compatible determinado. Retomamos el sistema del ejemplo an-

terior.
2r—p=6 (a)
{2T—3p:2 (b) (3.2)

De la ecuacién 3.2(a) despejamos p:
2r—6=p (¢ (3.3)
y esta expresion la reemplazamos en la ecuacion 3.2 (b):

2r—302r—6) = 2
2r —6r+18 = 2 (3.4)
—4r+18 = 2 (d)

Asi conseguimos una expresion en funcién de una sola incégnita. De la ecuacion 3.4 (d)
podemos despejar r:
—Ar+18 = 2
2—-18 16
= — = 4
—4 —4

T =

Para terminar de resolver el sistema reemplazamos el valor hallado para r en la ecuacion
3.3(c):
p=2r—6=2.4—-6=2

De este modo vemos que el sistema tiene como solucién el par de valoresr =4 y p = 2.

En este ejemplo queda clara la importancia de enumerar cada ecuacién que
vamos obteniendo y ser ordenados a medida que resolvemos el sistema de
ecuaciones, de esta manera sera mas facil encontrar un error en caso de que nos equi-
voquemos en la resolucion.

Ejemplo 2: Sistema compatible indeterminado

2 p=-10
r+T7p (a) (3.5)
—14r—49p =70 (b)
Despejamos r de la ecuacion 3.5 (b):
14r—49p = 70
1
70+49p  7(10+7 10 7
o= 1 P ( gp) =75 " 3P (3.6)
- —
ro= —5—;]) (c)
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Ahora reemplazamos la ecuacién 3.6 (c) en la ecuacién 3.5 (a):

2r+T7p = —-10
7
2 (—5—2p>+7p = —10
S0-2p+00 = =W
0 =0

Como llegamos a una identidad (una igualdad que se cumple para cualquier valor de
p), resulta que existen infinitos valores de p y de r que satisfacen el sistema. Estas
soluciones son de la forma r = —5 — %p.

Ejemplo 3: Sistema incompatible

2 Tp=—10
r+7p (a) (37)

2r+7p=3 (b)

Despejamos p de la ecuacién 3.7 (a):
2r+7p = —10
l0-2r 102 (3.8)
= ———=—— —-r (c
b 7 T 7

y reemplazamos la ecuacién 3.8 (c) en la ecuacion 3.7 (b):

2r+7p = 3
10 2
2 - __ =z —
7"+7< - 77") 3

27r—-10-27 = 3
—10 = 3 ES ABSURDO

Como llegamos a un absurdo resulta que no existe ningin valor para r ni ningtin valor
para p que satisfaga el sistema.

3.3. Ecuaciones cuadraticas

Las ecuaciones cuadraticas son expresiones polinémicas que pueden llevarse a la
forma:
ax’+br+c=0

donde a, b y ¢ son constantes reales que llamaremos coeficientes de la ecuacién, con
a # 0.

Este tipo de ecuaciones se resuelven utilizando lo que se conoce como Férmula de
Bhaskara, dada por la expresion:

B —b+ Vb2 —4dac

2a

(3.9)

X1
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3.3. Ecuaciones cuadraticas

—b—Vb —4ac
vy = o (3.10)

donde 1 y x5 son las soluciones a la ecuacion cuadratica y se obtuvieron de “despejar
x” de la ecuacién az? + bxr + ¢ = 0. Veremos a continuacién céomo se obtiene esta
féormula.

Demostraciéon de la formula de Bhaskara
Lo que vamos a hacer es ir operando para poder llevar la ecuacién ax?+bx+c = 0
a una ecuacion equivalente de la forma:

(algo .z + ALGO )? = otra cosa

ya que de aqui es bastante simple despejar x. Llevar a esta forma equivalente una
expresion cuadratica se conoce como completar cuadrados.
Lo primero que vamos a hacer es multiplicar por a (a # 0) en ambos miembros:

alar®+br+c) = a.0

ar’+abr+ac = 0

Ahora multiplicamos y dividimos por 2 en el segundo término del primer miembro (de
este modo seguimos manteniendo la igualdad porque estamos multiplicando el segundo
término por uno):

2
a2x2+§(abx)+ac =0
a2x2—|—2a§x+ac = 0

a2x2+2a§x = —ac

2
Sumamos i ambos miembros y reorganizamos:

b b? b?
a2x2+2a§x+ T = et o

(ax)*+2(ax) <g>+<g> = Z—ac

En esta tdltima expresion podemos ver que el primer miembro es igual al cuadrado de
un binomio (o un trinomio cuadrado perfecto). Por lo que podemos escribir que:

(az)? 42 (az) <2)+<2>2: (ax+ ;>2

Entonces, reemplazando esto en la ecuacion, tenemos que:

A
(ax+2> :Z—ac

Esta ultima expresion ya tiene la forma a la que queriamos llegar:

(algo .z + ALGO)? = otra cosa
Hb,_/ ————

2
a 5 %7ac
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Ahora lo que falta es despejar x. Para esto debemos aplicar raiz cuadrada en ambos

miembros:
b\’ b2
(CLfL’ + 2) == Z —ac

De acuerdo con la definicion de moédulo resulta que:

2

ax—i—§:i 7 ¢

En el segundo miembro podemos sacar i como factor comtin? y luego restar g en ambos
miembros. Utilizando la propiedad distributiva de la radicacién obtenemos que:

b 1
- = I (p2 —
ax+2 + 4(b dac)
b 1
ax—i—§ = 4+ Z\/b2—4ac
b 1
a:z:—i—§ = i§\/62—4ac

1 b
ar = :I:E\/b2—4ac ~3

Finalmente dividimos por a en ambos miembros, sacamos factor comin % en el numera-
dor y reordenamos el segundo miembro, asi llegamos a la expresion que estabamos
buscando:

1
:t§ Vb2 —4dac — g

a
% (—bj: Vb2 —4ac)

a
—b+ Vb2 —4ac

2a
Por lo tanto
—b+ Vb2 —4dac
Tr =
2a

Asi demostramos que las dos soluciones buscadas se pueden expresar como funcion de
los coeficientes de la ecuacién.

Una consecuencia importante de la expresién encontrada para las soluciones es que
para que sean numeros reales, el argumento de la raiz debe ser igual o mayor que cero.
Por esta razéom a este argumento se lo llama discriminante y es el que determina la
naturaleza de las soluciones (si son ntimeros reales o no).

2Recuerden que el factor comiin es equivalente a la propiedad distributiva del producto con respecto
a la suma a (b+ c) = ab+ ac pero leida de derecha a izquierda. Por lo tanto, uno puede sacar como

“factor comin” a un factor que no es comun si se lo piensa como una distribucién. En este caso
2

1(b* —4dac) = 4 ~ac
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» Sib’—4ac>0=— /b2 —4ac> 0y porlotanto, tendremos dos soluciones

reales y distintas.
—b+ Vb?—4dac

I =
2a
—b— Vb2 —4dac
To =
2a

» Sib?2—4ac=0= b2 —4ac=0yporlotanto, tendremos dos soluciones

reales e iguales.
—-b+£0 —b
T1 = Lo = —m = ——
! 2 2a 2a

» Si b2 —4ac < 0 = #/12 —4ac en reales y por lo tanto, no tendremos
soluciones reales.

De este analisis se puede ver que para conocer la naturaleza de las soluciones no es
necesario resolver la ecuacion. Basta con conocer el discriminante.

Casos especiales

Por lo que vimos anteriormente sabemos que las soluciones de cualquier ecuaciéon
cuadratica se pueden encontrar utilizando la féormula de Bhaskara (ecuaciones 3.9 y
3.10). Sin embargo hay algunas situaciones en que la ecuacion puede resolverse de otra
manera (que en general suele ser mas sencilla). Por ejemplo, si se anulan uno o mas
coeficientes de la ecuacion, en cuyo caso se resuelve despejando x.
Ejemplo:

ar’*+c = 0

En este caso la ecuacion tendré soluciones reales si a y ¢ tienen signos opuestos.

3.4. Sistemas de ecuaciones cuadraticas

Al igual que los lineales, los sistemas de ecuaciones cuadraticos constan de mas
de una ecuacién y cada una de ellas tiene méas de una incognita (estas incognitas
son las mismas en todas las ecuaciones que forman el sistema). Este tipo de sistemas
de ecuaciones se resuelven con los mismos métodos que se utilizan para resolver las
ecuaciones lineales.

Ejemplos: Resolveremos dos sistemas de ecuaciones mixtos, es decir, sistemas donde
una ecuacion es cuadratica y la otra lineal. En ambos casos utilizaremos el método de
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sustitucion descripto anteriormente.

Ejemplo 1:

y=3z+1 (a)
{y =—224+2x+7 (b (3:11)

Como y = 3z + 1 de la primera ecuacién, reeemplazamos y = 3x + 1 en la segunda
ecuacion:
22 4+22x+7=3x+1
—?+2x47-32—-1=0 (3.12)
2 —x+6=0 (¢

La ecuacién 3.12 (¢) sabemos resolverla mediante Bhaskara. Por lo tanto hay dos posi-

bles soluciones:
1+ /25
r=—

-2

Entonces las soluciones al sistema seran:
Ty = -3
To = 2

Con estos valores reemplazamos = en las ecuaciones 3.11 (a) o la 3.11(b). Encon-
tramos entonces que las soluciones al sistema son los pares (z1,41) = (—3,-8) y

(I2,y2) = (27 7)-

Ejemplo 2:

y—22=4 (a)
{4x +y=0 (b (3.13)

Para resolverlo despejamos y de la ecuacién 3.13 (a):

y —x2 =4
y = 4+2°2 (¢

(3.14)
y la reemplazamos en la ecuacién 3.13 (b):
dr+4 422 = 0

Entonces, resolvemos esta ecuacion por Bhaskara,

—4 £+ 0
— =

T12 = 2

A partir de cualquiera de las ecuaciones 3.13 obtenemos el valor de y. Las soluciones
al sistema seran:

(z1,5) = (-2,8)
(z2,2) = (=2,8)
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3.5. FEcuaciones bicuadraticas
Se llaman bicuadraticas a las ecuaciones de la forma:
ar* +br*+c=0 (3.15)

Este tipo de ecuaciones se puede resolver utilizando la férmula de Bhaskara. Sin embar-
go, la formula de Bhaskara solo se puede utilizar para resolver ecuaciones cuadraticas.
Empezaremos entonces por definir una nueva incognita y tal que:

y==x

Escribiendo la ecuacion bicuadratica en funcién de nuestra nueva incégnita y obtenemos
una ecuacion cuadratica:

ar* +br*+c=a(@)?+b(@*)+c=ay? +by+c=0
Por lo tanto, la ecuaciéon que ahora debemos resolver es:
ay?  +by+c=0

Las soluciones de esta ultima ecuacién se obtienen a partir de la férmula de Bhaskara:

—b+Vb%:—-4ac

Yy =
2a
—b—Vb —4dac
Y2 =
2a

Luego, para hallar los valores de x que satisfacen la ecuacion 3.15 vamos a utilizar la
relacién entre las incégnitas:
y = o

x:i\/g

Pero como tenemos dos expresiones para y tendremos 4 valores para x:

—b+Vb:—4ac
=V = 2a

Vb2 —4dac

VY=

= (3.16)
—b+ Vb2 —4dac
T3 = V= T 2a
_\/g:>
—b—Vb: —4dac
Ty=—\/2 = — 5a

Estas son las 4 posibles soluciones de la ecuacion bicuadratica.
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Ejemplo: Dada la ecuacién bicuadratica:
22" + 527 —207=0

Definimos la incégnita y tal que:

y = a’

Entonces la ecuacién bicuadratica queda:

29+ 5y —207=0

Aplicando la férmula de Bhaskara obtenemos:

—5+41
—5—41

Por lo tanto, como ¥, es negativo, s6lo quedan 2 soluciones:

11 =v/9=3
172:—\/52—3

3.6. Otras expresiones polinémicas

Las ecuaciones de grado mayor a 2 (excepto las bicuadraticas) son mucho més com-
plicadas de resolver. De ser posible, hay que factorizar la expresion, asi obtenemos un
producto de factores de menor grado igualado a cero. Luego las soluciones se encuen-
tran igualando a cero cada factor, ya que para que un producto sea igual a cero, alguno

de sus factores debe ser igual a cero.

Ejemplo:
at — 422

3 (2? — 4)

23 (z —2)(z +2)

I
coo

Ahora que tenemos factorizada la expresion, podemos resolverla, igualando cada factor

a0:
=0 = 1 =0
(x—=2)=0 = x9=2
(x+2)=0 = x3=-2
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3.7. Ecuaciones racionales

Las ecuaciones racionales son aquellas que involucran divisiones de polinomios, es
decir que son de la forma:
P(z)
Q(x)
donde P(z) y Q(x) son dos polinomios cualesquiera, con Q(x) distinto del polinomio
nulo. En este tipo de ecuaciones, las soluciones serian aquellas que anulen a P(x)
y no anulen a Q(x). Los valores que anulen a Q(x) no seran solucién.

3.7.1. Raices esptireas

Las raices espureas son “raices falsas”. En general, en este tipo de ecuaciones, son
valores que anulan simultaneamente al numerador y al denominador.

Ejemplo: Resolvamos la siguiente ecuacion:

2
-1
x _ 0

x—1
Para que una division se anule, es necesario que se anule el numerador, por lo tanto
tendremos que:
-1 = 0
r = =1
Aqui es donde hay que tener cuidado, porque si uno decide que las soluciones de la
ecuacion son los valores t = 1 y x = —1 va a cometer un grave error.
Veamos cuales de estos valores satisfacen realmente la ecuacion
) ?-1 1-1 , )
Sir=1 = = Intederminado = x = 1 noessolucion
x—1 1—-1
) 2?2 —1 1-1 0 i
Sizx=-1 = = =—=0 = x = —1 essolucién
x—1 -1-1 =2
De aqui vemos que el valor x = 1 es una raiz espiirea porque no puede ser solucién ya
que anula al denominador, mientras que x = —1 es solucion.

Por esto es importante definir el conjunto de validez de la ecuacion, esto es,
indicar para qué valores esta definida la expresion dada. Si un niimero no pertenece al
conjunto de validez, NO hay que reemplazarlo en la ecuacion para ver si la verifica y
evitamos caer en una raiz espurea. En este caso, el conjunto de validez seran los valores
que no anulen al denominador. Entonces, la forma correcta de resolver la ecuacion
anterior seria la siguiente:

2
-1
’ = 0 conz#1
x—1
-1 = 0
r = =+£1
Pero como x # 1, resulta que x = —1 es la solucion de la ecuacion.
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3.7.2. Pérdida de raices

En el caso anterior vimos que, de acuerdo al método elegido para resolver la ecua-
cién, pueden aparecer raices espireas. Veremos a continuacion que también puede su-
ceder que se pierdan raices.

Ejemplo: Resolvamos la siguiente ecuacion:

(2 +3x)(2® +2x) 8x+24
12 —4 224

La manera intuitiva de resolverla seria la siguiente: primero factorizar todas las expre-
siones y luego simplificar todos los factores que sean posibles:

(22 +3x) (2% +21) 8x + 24
2 —4 - 224

[z (x4 3)] [z (x4 2)] _ 8(z+3)
(x 4+ 2)(x —2) 2(x—2)

22 (23T (T +2) %@*ﬁ
2ll>=<2] Flr—<2]
2 = 4
r = =£2

Sin embargo * = 2 y * = —2 son raices esptireas porque anulan los denominadores.
Por lo tanto, siguiendo este camino la ecuacién no tiene solucion. Pero esto no es cierto
va que x = —3 satisface la ecuacién. Para resolver este dilema nunca hay que perder
de vista que simplificar es dividir, y para dividir hay que asegurarse que el divisor
sea distinto de cero. Este hecho es lo que indica que la resolucion anterior esta
incompleta.

Veamos como seria la resoluciéon correcta. Primero definimos el “conjunto de
validez”, en este caso, los elementos dentro de este conjunto son aquellos valores que
no anulen el denominador, o sea, todos los reales excepto el 2 y —2. Volvemos a resolver
el sistema:

(22 +32) (¢ +22) _ 8z 424
22 _ 4 T 20 —4
[z (x+3)][z(z+2)] M conzw T #F —
et (a3 = 39 #2,x# =2

2 (43T +2)  Fle+3T

= — six # —3
Iy
2 = 4
r = X2

Como x = £2 esta fuera del conjunto de validez, no son soluciones. Pero
ahora hay que ver qué pasa con x = —3, porque es un valor que excluimos por el
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método que elegimos para resolver la ecuacion pero pertenece al conjunto de validez.
Entonces si x = —3

(=3 +3(=3)][(=3)*+2(=3)]  8(-3)+24
(=3)2 —4 - 2(-3)—4
0 = 0
Por lo tanto x = —3 es la solucién de la ecuacion.

3.8. Desigualdades o Inecuaciones

En &lgebra, algunos problemas originan desigualdades en lugar de ecuaciones.
Una desigualdad es similar a una ecuacién, sé6lo que en lugar de vincu-
lar dos expresiones mediante una igualdad, se relacionan con los simbolos
< (menor que), > (mayor que), < (menor o igual) 6 > (mayor o igual).

Ejemplo:
dr+7 < 19

Sélo algunos valores de x satisfacen esa desigualdad, por ejemplo:

r=2 = 15 < 19
r=3 = 19 < 19

Pero si, por ejemplo, x = 5, la desigualdad no se cumple:

r=95 = 27 < 19

Comprueben ustedes que si = 4 tampoco se cumple que 4o +7 < 19.

Resolver una desigualdad que contiene una variable quiere decir determinar todos
los valores de la variable que hacen que la desigualdad sea verdadera. Al contrario que
en una ecuacion, una desigualdad por lo general tiene infinitas soluciones, las cuales
forman un intervalo (o una unién de intervalos) en la recta de los niimeros reales.

Para resolver desigualdades aplicamos las siguientes reglas que nos permiten aislar
la variable a un lado del signo de la desigualdad. Estas reglas indican cuando dos de-
sigualdades son equivalentes. En estas reglas, los simbolos A, B, C' y D son niimeros
reales o expresiones algebraicas. Aqui establecemos las reglas para desigualdades que
contienen el simbolo <, pero se aplican a los cuatro simbolos de desigualdad.

Reglas de desigualdades:
1. A< B A+C < B+C
2 A< B A-C < B-C
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3.
4.

d.

SiC>0 = A <B < (CA < (CB
SiC<0) = A<B < CA > (CB

SiA>0yB>0 = A <B «<— 1 > 1L

6. SiA < ByC <D = A+C <B+D
Descripcion:
1. Sumar la misma cantidad a cada miembro de una desigualdad da una desigual-

dad equivalente.

. Restar la misma cantidad de ambos miembros de una desigualdad da una de-

sigualdad equivalente.

. Multiplicar cada miembro de una desigualdad por la misma cantidad positiva

da una desigualdad equivalente.

. Multiplicar cada miembro de una desigualdad por la misma cantidad negativa

invierte la direcciéon de la desigualdad.

Obtener los reciprocos de ambos miembros de una desigualdad que contiene
cantidades positivas invierte la direccion de la desigualdad.

Sumar miembro a miembro dos desigualdades en la misma direccion da una
desigualdad con la misma direccion.

Ejemplo 1: Poné especial atencién a las reglas 3 y 4. La regla 3 establece que podemos
multiplicar (o dividir) cada miembro de una desigualdad por un nimero positivo, pero
la regla 4 senala que si multiplicamos cada miembro de una desigualdad por un nimero
negativo, entonces invertimos la direccion de la desigualdad. Por ejemplo, si empezamos
con la desigualdad:

3<5H

y multiplicamos por 2 (regla 3), obtenemos:

2.3<2.5
6 < 10

pero si multiplicamos por -2 (regla 4), tenemos:

(—2).3 > (=2).5
—6>—10

Ejemplo 2: Sea la desigualdad:
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Si restamos 9x en ambos miembros obtenemos una desigualdad equivalente:
3r—92r < 9 +4—9z

Al simplificar obtenemos:
—6xr < 4

1
Si multiplicamos por ~ debemos invertir la direcciéon de la desigualdad:

1 1
—— | (=6z) > (—=)4
( 6)( ™) 2 ( 6)
Simplificamos nuevamente y obtenemos:

r > — =
3
El conjunto solucién consta de todos los niimeros mayores o iguales que —%. En otras

2
palabras, la solucién de la desigualdad es el intervalo [—3, oo)

3.8.1. Desigualdades con valores absolutos

Aplicamos las siguientes propiedades para resolver desigualdades que contienen
valores absolutos. Sea ¢ > 0,

L. jz|<e = —c<z<c

2. |z|]<ec = —c <z < ¢

3. jz|>¢c = x<—c bc<ux

4 |z|>c = < —c 6c<x
Ejemplo 1:

|z — 5] <2

Por la propiedad 1, esta igualdad equivale a:
—2<r—-5<2
Sumando 5 en todos los miembros obtenemos:
I<e <7

.. El conjunto solucién es el intervalo abierto (3,7).

Ejemplo 2:
1
—-<1
x

Primero tenemos que descartar el 0 del conjunto solucion; x # 0
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= Si z > 0, al multiplicar ambos miembros por x se mantiene la desigualdad:

1
r-—<z-1
T

1<z
—z>1

.. El conjunto solucion son los x tales que z > 1.

= Si x <0, al multiplicar ambos miembros por z se invierte la desigualdad:

1
r-—>1-x

T

1>z
— <1

.. El conjunto soluciéon son los = tales que x < 1.

.. El conjunto solucién total son los x tales que x < 1, x > 1y = # 0, o sea,
—o<r<lUl<z<l Ul<z <oo.

Ejemplo 3: Resolvamos la ecuacion |x — 2| > 3 usando la definiciéon de valor absoluto:

» Siz—2 > 0entonces x > 2. En ese caso, |z — 2| = z — 2, por lo que la
inecuacion queda:

r—2 >3
r > 342
= > 5

.. El conjunto solucién son los x tales que x > 2y x > 5, es decir, los = tales
que z € (5,00).

» Siz—2 <0 entonces z < 2. En ese caso |r — 2| = —(z — 2) y por lo tanto,

—(x—2)>3
—r+2>3
—r>3-2
—r>1
— < —1

.. El conjunto solucién son los x tales que z < 2 y x < —1, o sea, los z tales que
r € (—o0,—1).

.. Juntando ambos resultados concluimos que el conjunto solucién total son los z
tales que © < —1 6 x > 5, es decir, los x tales que v € —0o<r < —1 U Hh <z < .
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3.9. Resolucion de Problemas

Muchas veces, la ecuacién (o el sistema de ecuaciones) para la cual buscaremos la
solucién no estarda dada directamente, si no que tendremos que armarla. Veremos a
continuacion algunos ejemplos.

Problema 1: La mitad de la suma de un niimero y 2 es igual al triple de dicho niimero
més 8/5. Calcilalo.

Lo primero que hay que hacer para resolver este tipo de problemas es asegurarse
de haber entendido bien el enunciado. Una vez que entendimos qué es lo que hay
que hacer, tenemos que escribir el problema en lenguaje matematico, es decir, escribir
las ecuaciones que representan la situacion que se plantea. Es importante definir qué
significa/representa cada variable que se introduce.

En este caso debemos encontrar un nimero, que lo llamaremos x (para no perder
la originalidad). Desmenucemos el enunciado para poder escribir la ecuacién:

La mitad de la suma de un nimero y 2 el triple de dicho niimero maés 8/5
igual a
1 es igua 3
5 (x +2) = 3z + -
2 —— ~ )

suma de un nimero y 2 triple de dicho niimero

Ahora para encontrar el niimero hay que resolver la ecuacion:

1 8
et 1=30 48
ot T T Ty

1 8

5.3
5
 (+5)
r=-=|—=
5} 5)
6
r=—-——

6

Respuesta: El nimero buscado es el —5¢.

Problema 2: La edad de un padre es el doble de la suma de las edades de sus dos
hijos, mientras que hace unos afnos (exactamente la diferencia de las edades actuales de
los hijos), la edad del padre era el triple de la suma de las edades, en aquel tiempo, de
sus hijos. Cuando pasen tantos afios como la suma de las edades actuales de los hijos,
la suma de edades de las tres personas sera 150 anos. ;Qué edad tenia el padre en el
momento de nacer sus hijos?

Si, estoy de acuerdo, este problema es un trabalenguas. Pero si leemos cuidadosa-
mente el enunciado, vamos a poder resolverlo.
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El problema habla de la edades de tres personas: un padre y sus dos hijos. En este
tipo de problemas, lo que suele ser méas comodo es que las incognitas sean las edades
actuales. Siguiendo esta idea, llamaremos P, H; y H, a las edades actuales del
padre y de sus dos hijos, respectivamente. Implicitamente sabemos que la edad
del padre es mayor que la de sus hijos y, en principio, los hijos no son gemelos ni
mellizos, por lo que uno serd mayor que el otro. Por lo tanto P > H; > H,. Es muy
importante definir las incégnitas antes de plantear las ecuaciones, porque las
ecuaciones pueden variar dependiendo de las incognitas elegidas.

Ahora, para ir planteando las ecuaciones del problema analicemos el enunciado.

= “La edad de un padre es el doble de la suma de las edades de sus dos hijos...”

De acuerdo a nuestras variables, esta ecuacién es bastante sencilla de plantear.

P = 2(H, + H) (3.17)

» “...hace unos anos (exactamente la diferencia de las edades actuales de los hijos),
la edad del padre era el triple de la suma de las edades, en aquel tiempo, de sus
hijos.”

Esta parte se complica un poco. Veamos. “...la diferencia de las edades actuales
de los hijos.. ” no es otra cosa que H; — Hj.

Ahora “...hace unos anos (exactamente la diferencia de las edades actuales de los
hijos), la edad del padre era ...”. Esto significa que a la edad actual del padre
hay que restarle la diferencia de las edades actuales de los hijos, de este modo
obtenemos la edad que tenia el padre en “...aquel tiempo...”, esto es, P — (H; —

Hg).

Por otro lado sabemos que el tiempo pasa de la misma manera para todos (a
menos que alguien haya descubierto el secreto de la juventud eterna), por lo
tanto las edades de los hijos “...en aquel tiempo... ” eran Hy — (H; — Hs) y
Hy — (Hy — Hs), respectivamente.

4

Retomemos la frase completa: “...hace unos anos (exactamente la diferencia de
las edades actuales de los hijos), la edad del padre era el triple de la suma de
las edades, en aquel tiempo, de sus hijos. . Por lo tanto, la ecuacién que le
corresponde sera la siguiente

P — (Hy — Hy) = 3{[H, — (H1 — H2)] + [H2 — (H1 — H))]}
Sacando los paréntesis la ecuacion se reduce a

P — Hy + Hy, = 3(3H, — Hy) (3.18)

s “Cuando pasen tantos anos como la suma de las edades actuales de los hijos, la
suma de edades de las tres personas serd 150 anos.”

Esta parte es parecida a la anterior. “...tantos anos como la suma de las edades

actuales de los hijos” es igual a Hy + H,. Como esta cantidad de anos pasa
para todos, en ese momento las edades que tendran seran: P + (H; + Hs),
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Hy, + (H, + Hy) y Hy + (H, + H,) para el padre y sus dos hijos, respectivamente.
Entonces, si en ese momento la suma de las tres edades es igual a 150 anos, la
relacion que tendremos es:

[P+ (H, + Ho)] + [Hy + (Hy + Hy)] + [Ho + (Hy + Hy)] = 150
Sumando los términos semejantes resulta que:

P+ 4H, + 4H, = 150 (3.19)

De este modo, para hallar las edades de las tres personas hay que resolver el sistema
formado por las ecuaciones 3.17, 3.18 y 3.19:
P = Q(Hl + HQ) (CL)
P+ 4H, +4H, = 150 (¢)
Para hallar el valor de P reescribimos la ecuacién 3.20 (c) para reemplazar con la
3.20 (a):
P+ 4H, +4H, = 150

P +2P = 150
3P = 150
150
P = — =50
3

Despejando H; de la ecuacion 3.20 (a), tenemos que H; = % P — H,. Reemplazan-
do esto y que P = 50 en la ecuacién 3.20 (b) encontramos el valor de Ho:
P—H +H = 33H, - H)
P—-H +3H = 9H, — H,
P = 8Hy, — 2H;

1
P = 8H2—2<2P—H2)

2P = 10H,

Hy = 1P = 10
5
Finalmente como P = 50 y H, = 10, resulta que:
1 1
H1—2P—H2—250—1O—15

Hemos encontrado las edades actuales de las tres personas: el padre tiene 50
anos, el hijo mayor tiene 15 afios y el menor tiene 10 anos. Sin embargo esta no es
la respuesta al problema, por que lo que se pregunta es “;Qué edad tenia el padre
en el momento de nacer sus hijos?”.

Respuesta: cuando nacio el primer hijo, el padre tenia 35 anos, mientras que cuan-
do naci6 el segundo tenia 40 anos.

Y de esta manera el ejercicio queda terminado.
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Practica 3

1. Resolver las siguientes ecuaciones:

a) 2z — 6 =10
57" 3 J 8
) (4) 27 125
13 5 1
Doq g =g
d) 5h = |3 — bl
e) 2z + 4] = 2
f) Bzl =z =1

2. Resolver y clasificar los sistemas de ecuaciones:

w=2w-—w)+1 )23:—|—2y:4
d
a
2
a+b—-—c=1 n—l=m+p
b) ¢3¢ —4a — b= -1 €) 2m — 1 =p—n
8a + 3b—6c =0 m + 2n = 2p
2<x—y>:x+y
c) 2
2 +5
= -
Y73

3. Determinar la naturaleza de las soluciones (dos soluciones reales distintas, dos
soluciones reales iguales o sin solucién en reales) sin resolver la ecuacién.

a) (1—2x):x
b9 = 4wl - )
c)l?y—O

4. Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas:
a) 32 — 12 =0
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b) 62> — 5z +1 =0
) 2(1 — k) + (k — 1) =2k

5. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

{y:4x—x2+8 {w:3z—|—1
@) c)
Y

=22 -2z w—7= —2°> +22
b) y — 2 = 22
y=3x — 2

7. Resolver las siguientes ecuaciones:

)< 3z — 3 )(:c—l) S5r + 2 1
a = P —
2 —2x + 1 Tz + 2 10z +4 2z

b) v yt+2 2
v -4y -2y 42y
C)2x+1_1+x+3
r+3 r —1
d)a+4 a—4  (2a)?
a—4 a+4 a®—16
)—1+r2—2r 2
(& —=
—(1 — r?) r+1

h? — 4 5
/) h2+10 —7h h —2

8. Plantear y resolver los sistemas de ecuaciones.

a) Ecuaciones:
1) Halle los ntimeros reales que verifiquen que el doble de su cuadrado més
la mitad de su triple es igual a 0.

2) El cuddruplo de la diferencia entre un nimero y 1, menos la mitad de
la suma entre dicho niimero y tres es —2, 7. Calculalo.

3) Encuentra el nimero mas chico que satisface que la suma entre su cuarta
potencia y 4 es 5 veces su cuadrado.
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b) Sistemas de 2 ecuaciones:

1)

2)

Si en una fraccién desconocida se suma 2 al numerador, el valor de la
fraccién queda igual a 1/2. Por el contrario, si se suma 1 al denominador,
queda 1/3. Halla la fraccion.

De un terreno rectangular de 340 m de contorno, el municipio ha ex-
propiado una banda de 15m de ancho en el frente. En compensacion,
ha cedido al terreno otra banda de 10m de ancho en un lateral. Con
todo, el terreno cuenta ahora con 200 m? menos de superficie que antes.
. Cuéles eran sus dimensiones originales?

Halle las dimensiones de un rectangulo sabiendo que su altura es 3 cm
mayor que su base y que su superficie es 70 cm?.

Un alumno realiza un examen tipo “test” que consta de 20 preguntas.
Cada acierto supone 0.5 puntos y por cada respuesta errada o no res-
pondida se restan 0.25 puntos. Calcula el niimero de aciertos si obtuvo
al final 7 puntos.

Un comerciante mezcla café de Colombia con café de Brasil para obte-
ner una calidad intermedia. Si los mezcla en proporciones 2 a 3 (por
cada 2kg. de Colombia se anaden 3kg. de Brasil), la mezcla resulta a
35.40 $/kg, mientras que con la proporcién 2 a 1, el precio seria 25.00
$/Kg. ;Cuél es el precio del kilogramo de cada clase de café?

Un comerciante compra un corte de tela de 60m a $300. Vende una
cierta parte a $6 el metro, y el resto a $10 el metro. Si la ganancia fue
de $100, ; cuanto mide cada una de las partes?

c) Sistemas de 3 ecuaciones

)

2)

Las medidas en centimetros de la hipotenusa y el cateto mayor de un
tridngulo rectangulo son niimeros naturales consecutivos. Al cateto me-
nor le faltan 7 cm para igualar al mayor. ; Cuanto miden los tres lados?

Si Harry le prestara su libro de Pociones a Ron, ambos tendrian la
misma cantidad de libros. Por otra parte, Hermione tiene un libro mas
que los de Harry y Ron juntos. Hallar la cantidad de libros que tiene
cada uno, sabiendo que el total de libros que tienen entre los tres es 13.

La edad de Agustina es un quinto de la edad de Nadia. Las edades de
ambas, sumadas, dan la edad de Margot. Hace cinco anos, la edad de
Nadia era nueve veces mas grande que la de Agustina. Hallar la edad
actual de las tres.

Para seguir practicando

1. Resolver las siguientes ecuaciones:

@) 0.3z = 0.2 — 0.1z (—16) = v/1.69 + 0.52

)

b) (x = 3)(a® + 1) = (v = 1)°
¢) |x — 5] =8

d) 2z + 1] = 3
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e) 922 — 6z — 17T =0
f) 522 +22x —3=0
g) 2t —22% = 4 + 22

) x — 2 +19a:_—4:1:2—|—3x—9
2 — 3z 2 2 — 3z
6 9
) — — — —1 =0
Z)m m2
, 1 2 2 -5
7) + =

t—1 t+1 2 — 1

2. Resolver y clasificar los siguientes sistemas de ecuaciones:

) r—y=1 3dr —y+z=3
a
—ox +5y =0 c)4—z2+2x=2-—y
2(r —3y) =5 — 3(2y — 1) bz=d=y—ux
b + 2 2
)32/::164y+1 2 b—a? =4
4da+b=0

3. Plantear y resolver los sistemas de ecuaciones.

a)

104

Si el cuadrado de un niimero es igual al opuesto de ese mismo ntimero, jde
qué ntmeros hablamos?

El producto entre un ntiimero y su anterior es igual a 12. Encuentra dicho
numero natural.

El opuesto de la suma de un ntimero y 2 es igual al doble de la suma entre
dicho niimero y su cuadrado. Encuentra el niimero en cuestion.

El perimetro de un rectangulo es el triple de su base y la base mide 3 m mas
que la altura. ;Cudl es la medida de la base y la altura?

Encuentra dos nimeros sabiendo que su promedio es doce y su diferencia
ocho.

En una heladera hay 22 latas de gaseosa, unas de 1/31, y otras de 1/51. En
total contienen 6 litros. ;Cuantas latas de cada capacidad hay?

Se tienen dos cortes de tela. La longitud de uno de ellos es 8 metros menor
que la del otro. Si se multiplican las longitudes de ambos cortes, el resultado
es de 20m?. ;Cudl es la longitud del corte mas largo?

En dos grupos de estudiantes hay varones y mujeres. El 40 % de quienes
asisten a 1° A son varones, y la cuarta parte de 1° B son mujeres. En total
son 33 chicos y 25 chicas. ;Cuél es la cantidad de estudiantes en cada grupo?

Los lados de un rectangulo son dos nimeros consecutivos. Hallar la longitud
de ambos lados si la superficie del rectdngulo es igual a 2m?.
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7)

En un grupo de 69 estrellas las hay de tres clases: las B, las A y las F.
Calcular el nimero de estrellas tipo B sabiendo que las estrellas F son el
doble que las de tipo A, y que las B son una menos que la mitad de las de
tipo A.

Hace 16 afios, Erika tenfa 2 /3 de la edad que tenia Damidn. Por otra parte,
hace 43 anos, Damian tenia el triple de la edad de Monica. Si dentro de 8
afos la edad de Erika serd la que actualmente tiene Ménica, hallar la edad
de los tres.

Entre Batman, Superman y Flash han ahorrado $100. Como Batman necesi-
ta reparar su batimévil, Superman le presta $20, quedando en ese momento
ambos con el mismo dinero. Flash, por su parte, gasta $10 en botas nuevas,
quedandose con un monto igual a la mitad del dinero original que tenian
Batman y Superman juntos. Calcular la cantidad de dinero que cada super-
héroe tenia al comienzo.
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Triingulo: s
- 3
G 1 )
Areg = —
rea 1.:‘#:

c? = + b — 2ab cos § (Ley de los cosenos)

FORMULAS DE GEOMETRIA

Sector de un anillo circular:

Area = Bpw =
p = radic promedio, 00000 *=-=-- W
w = anche del anillo,

# en radianes

Elipse:

Area = ik

: 5 aé +?
Circunferencia = ﬁﬂJ 3

b
Triangulo equilatero:

h=—"

NETS
4

A.I.'E& =~

Tridngulo rectingulo:

[y
Teorema de Pitdgoras o
2=gt 4+ B

Paralelogramo:

b

Cono:
Yolumen = 1L
3
A = drea de la base

Cono circular recto:
2
Yolumen = m; 8
Area de la superficie lateral = @wr/r® + &*

Trapecio:
Arca = %[a + b)

[

Cona circular recto truncado: Q
awip? + R?

Yolumen = r—+f_F i i 5

Area de la superficie lateral = ws(R + 7

Circulo:
Arca = mr?
Circunferencia = 24rr

Sector circular;
" i’
Arca = piut

2
s=r@
ff en radianes

Cilindro circular recto: Q
Volumen = o+lh
Area de la superficie lateral = 2 h

Esfera:

¥ ]
Volumen = g:rr.r3

Areq = dar?

Anillo circular:
Area = ar(R? — #9)
= 2mpw
= radio promedio,
w = ancho del anillo

B = {rea de 1a base

Cufia:
A=PFBsecd
A = drea de la cara superior,

A
B

Figura 3.1. Anexo de férmulas ttiles - Precédlculo, Larson 2011




Lectura complementaria

Ecuaciones no algebraicas

L .
—sinx =6
n

|
—simx = 6
n

it = 0






Ecuaciones no algebraicas

Como su nombre lo indica, estas ecuaciones involucran operaciones no algebrai-
cas como raices, logaritmos, exponenciales y funciones trigonométricas. Aqui veremos
ejemplos de los primeros tres casos mencionados.

La resolucion de este tipo de ecuaciones generalmente introduce raices espireas y
la tinica forma de detectarlas es verificando que las soluciones encontradas satisfagan
la ecuacién. También es necesario definir el conjunto de validez de la ecuacion.

Ecuaciones irracionales

Son las ecuaciones que involucran raices.

Ejemplo: Resolvamos la siguiente ecuacion:
r+vVr—4=4

En este caso, como la variable estd en el argumento de una raiz cuadrada, debemos
definir el conjunto de validez, en este caso es x > 4 (para que el argumento de la raiz
no sea negativo).

Ahora comencemos a resolver. Lo primero que hay que hacer es tratar de sacar la
incognita fuera de la raiz. Para esto hay que despejar la raiz y luego elevar al cuadrado
en ambos miembros.

r+vr—4 = 4
Vir—4 = 44—z
(Ve—4)" = (4—a)
r—4 = 16 -8z + 2
0 = 16—8x+2*—x+4
0 = 20—9x + a2

Asi llegamos a una ecuacion cuadratica que resolvemos utilizando la formula de Bhas-
kara. Entonces,

—(=9) £ /(=92 —4.1.20 9+1
2= 2.1 T
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Ahora hay que verificar si x; = 5 y xy = 4 satisfacen la ecuacion original. Lo
primero que hay que ver es que las soluciones pertenezcan al conjunto de validez (en el
caso que no pertenezcan seran raices espureas). Luego, las soluciones que pertenezcan
al conjunto de validez las evaluamos en la ecuacion para ver si la satisfacen. En nuestro
caso, ambas posibles soluciones pertenecen al conjunto de validez. Evaluamos entonces,

m Siz=5
5++vH—4 = 4
5+1 = 4
4

6 = ES ABSURDO

Por lo tanto £ = 5 no es solucion de la ecuacién.

m Sizx=4
44/4—-4 = 4
4+0 = 4
4 = 4

Por lo tanto £ = 4 es solucién de la ecuacion.

Ecuaciones exponenciales

Ejemplo: Resolvamos la siguiente ecuacion:

2x+1 — 323&

En este caso la incognita forma parte de una potencia y como ambas bases son positivas,
los exponentes pueden ser cualquier niimero real, por lo que el conjunto de validez seran
todos los reales.

Para poder resolver la ecuacién es necesario sacar la incoégnita de la potencia. Para
esto vamos a aplicar logaritmo en ambos miembros. En este caso nos conviene elegir
base 2 o base 3 para el logaritmo, para facilitar las cuentas.

2$+1 — 32x

log, (2”1) = log, (3“)
(x+1) log,2 =2z log, 3
r+1=2xlogy3
r—2xlogy3 = -1
z(l—2log,3) =—1
-1
T log, 3
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Ecuaciones no algebraicas

Ahora verifiquemos,

-1 y
Por lo tanto £ = ——————— es solucion.
1—2log,3

Ecuaciones logaritmicas

Ejemplo: Resolvamos la siguiente ecuacion:
log, 16 = log, x

El conjunto de validez de esta ecuacion es x > 0. Para resolver lo primero que hay que
hacer es sacar la incongnita de la base del logaritmo, para eso hay que hacer un cambio
de base. Como en el segundo miembro la base del logaritmo es 2, nos conviene cambiar
a base 2 en el primer miembro. Entonces:

log, 16 = logyx

log, 16
m = logy,x
logy(2') = (logyx)?
4 = (logyz)?
log,z = +V4
Ahora, aplicando la definiciéon de logaritmo tenemos que:
logy . = +2 = 7 = 2+
Asi tenemos dos soluciones z; = 22 = 4y 29 = 272 = i. Como ambos valores

pertenecen al conjunto de validez, lo que falta hacer es verificar que satisfagan la
ecuacion.

» Siz=4
log, 16 = log,4

10g4(42) = 10g2(22)
2 = 2

Por lo tanto z = 4 es solucidn.
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Ecuaciones no algebraicas

n Siz= i
1

log% 16 = log, (4)

log, 16
=1 42

2
- = logy(472)

-2 = =2
Por lo tanto z = L es solucién.

4
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Otros, métodos de resoluciéon
de sistemas de ecuaciones







Otros métodos de resolucion de
sistemas de ecuaciones

En el capitulo de ecuaciones mencionamos que ademéas del método de sustitucion
existen dos métodos mas: igualacion y reduccién por sumas y/o restas. Para ejemplifi-
car como utilizar los distintos métodos vamos a resolver el mismo sistema de ecuaciones
que ya hemos resuelto por sustitucién en dicho capitulo.

2r—p = 6
2r—=3p = 2
Igualacién

Este método consiste en igualar dos expresiones para obtener una ecuacién con una
incégnita. En este ejemplo podemos despejar p de ambas ecuaciones:

2r—p=6 = p=2r—-=06

2—-2r 2 2
2r —3p =2 — = — — — _
r p p 3 3+3r

Luego, como ambas expresiones son iguales a p, deben ser iguales, entonces,

5 6 2 2
r—6=—-r— -
3 3
Asi conseguimos una ecuacion con una incognita de la que podemos hallar el valor de

r

5 6 2 2
r—6 = -r— -
2 X 23
2r— Zp = =2
r 37‘ 6 5
116
3 34
16”3
r = — - =4
3 4
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Otros métodos de resoluciéon de sistemas de ecuaciones

Finalmente, este valor de r lo reemplazamos en cualquiera de las dos expresiones de p,
por ejemplo p = 2r — 6

p=2.4-6=2

Asi la solucion del sistema es p =2 y r = 4.

Reduccién por sumas y/o restas

Aqui la idea es operar con las ecuaciones, es decir sumarlas o restarlas entre ellas,
para eliminar alguna variable y asi facilitar la resolucion del problema. En este ejemplo,

el sistema es:
2r—p =
2r —=3p =

Aqui podemos ver que el término 2 r aparece sumando en ambas ecuaciones. Entonces
si restamos las ecuaciones, este término se cancela y obtenemos una ecuacién para p.
Para restar (o sumar dos ecuaciones) se hace miembro a miembro, esto es:

2r—p) — (2r—3p) = 6—2
27 —p—27+3p = 4
2p = 4
4

= 7:2
P= 3

Para hallar r podemos multiplicar la primera ecuacién por —3 (a ambos lados del
igual) y luego sumar las ecuaciones.

—3@2r—p)+ 2r—-3p) = —-3.6+2
—6r+3p+2r—3p = —18+2
—4r = —16
—16
p— 7:4
" —4

De este modo, el sistema tiene como solucién los valores r =4 y p = 2 y es Unica.

Es MUY aconsejable acostumbrarse a este método porque es muy utilizado (les va
a ser muy util en dlgebra).

Es importante ver que no importa el método elegido para
resolver el sistema, siempre se llega a la misma solucién.

116



Capitulo 4

Trigonometria







Capitulo 4

Trigonometria

En este capitulo trabajaremos con operaciones trigonométricas, que son no alge-
braicas. Para poder comprender bien sus propiedades, primero debemos introducir la
idea de funcién.

4.1. Funciones

Las funciones describen cémo se relacionan los elementos de un conjunto con los
elementos de otro conjunto. Para poder dar una definicion mas formal de las funciones
primero tenemos que mencionar los conceptos de par ordenado, producto cartesiano y
aplicacion.

Par ordenado: Esta idea la introduciremos a partir del juego de la batalla
naval. Este es un juego de estrategia en el que participan dos jugadores. Se juega
con lapiz y papel. Antes de comenzar el juego, cada participante tendra dos tableros
cuadrados de 10 x 10 casillas. Las filas horizontales se numeran de la A hasta la J, y
las columnas verticales del 1 al 10. Basta con indicar las coordenadas de un disparo
con un par numero/letra (por ejemplo, 6 ; A 0 9 ; J).

A A
B B
c C
D D
E E
F F
G G
H H
| |
] J
1 2 3456789 10 I 2 345 67 89 10
FLOTA PROPIA DISPAROS

En el cuadrado de la izquierda se coloca la flota propia. En el cuadrado de la derecha
se iran marcando los disparos que el jugador efectia en el mar del contrincante: barcos
tocados, hundidos y disparos al agua.
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4. Trigonometria

Cada jugador dispone en su tablero izquierdo una flota completa, sin que el contrin-
cante vea su posicion. Los barcos no pueden tocarse entre si, es decir, que todo barco
debe estar rodeado de agua o tocar un borde del tablero. La flota esta formada por:

» 1 portaaviones (de cuatro cuadraditos);

2 acorazados (de tres cuadraditos);

3 buques (de dos cuadraditos);

4 submarinos (de un cuadradito).
La mecanica del juego es la siguiente:
= El turno pasa alternativamente de un jugador a otro.

= En su turno, el jugador hace un disparo a una posicién del mar enemigo, indicando
la coordenada correspondiente (cifra y letra). Si no hay barcos en ese cuadradito,
el otro jugador dice: “jagual!”; si el disparo ha dado en algin barco dice: “jtocado!”;
si con dicho disparo el rival logra completar todas las posiciones del barco, debe
decir “jhundido!”.

= Gana el jugador que consigue hundir todos los barcos del rival.
Algunos ejemplos de ubicacién de los componentes de la flota podrian ser:
» Submarino (ocupa un casillero): (2 ;D)

» Buque (ocupa dos casilleros): (4 ;E), (5; E)

Acorazado (ocupa tres casilleros): (6; A), (6; B), (6; C)
» Portaaviones (ocupa cinco casilleros): (1; G), (2; G), (3; G), (4; G), (5; G)

Los disparos, que indican una posicién en el mar, son pares ordenados. Se llama
par ordenado a dos elementos con un cierto orden y se simboliza como:

(z,9)

Si se invierte el orden de los elementos obtenemos un par ordenado diferente, esto es:

(z,y) # (y, x)

Producto cartesiano: sean dos conjuntos A y B. Se llama producto carte-
siano, A x B, al conjunto de pares ordenados tales que el primer elemento pertenece al
conjunto A y el segundo pertenece a B. Esto es:

AxB={(z,y)/x €Ay ye B}

Ejemplo: Siguiendo con el juego de la batalla naval, los conjuntos pueden ser
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4.1. Funciones

A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} y B = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,J}. Entonces, el pro-

ducto cartesiano entre A y B da las coordenadas de las cien posibilidades de tiro:

AxB = {(1,4);(1,B); (1, ) ()52, A)s (2, )
(3,A);...5(3,J);. (10,A), (10, J)}

(1,1);(1,2);...5(1,10);(2,1);(2,2);.. .5
2,10);...;(10,1);...;(10,10)}

Aplicaciones

Una aplicacién A que relaciona los elementos del conjunto A con los del conjunto
B, que se escribe A : A — B, es cualquier subconjunto del producto cartesiano A x B
(por lo que una aplicacién es un conjunto de pares ordenados). Si existe una “regla” o
vinculo, R, que permita determinar qué pares ordenados del producto cartesiano son
los que pertenecen a la aplicacién (o sea, que estén relacionados segiin R), entonces se
puede escribir:

A={(z,y)/z €Ay ye B R(xy)}

Esto se lee: “La aplicacion A es el conjunto que estd formado por todos los pares
ordenados tales que el primer elemento pertenece al conjunto A, el segundo pertenece
a B y satisfacen la relacion R.”

El conjunto al cual pertenece el primer elemento del par ordenado se llama conjun-
to de partida (en este caso el conjunto A), mientras que al conjunto al cual pertenece
el segundo elemento del par ordenado se lo llama conjunto de llegada (en este caso
el conjunto B). Si el conjunto de partida es igual al de llegada, A = B, se dice que la
aplicacion es una “relacion”.

Ejemplo 1: Tomemos los conjuntos A y B de la batalla naval:
A={z/zeN, 1<z<10}y
B = {y/ es una de las primeras diez letras del abecedario}.

Consideremos que estos conjuntos estan relacionados por la regla
R(z,y) = “x es la posicién en el abecedario de y”.

La aplicacion A = {(z,y) /x € A,y € B, R(x,y)} la podemos representar de
cuatro formas equivalentes:

1. Por comprension:
A={(x,y)/z € A, y € By “xeslaposicion en el abecedariodey”}

2. Por extension:

A={(1,4);(2,B);(3,C); (4,D); (5, E); (6, F); (7,G); (8, H); (9, I); (10, J) }
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4. Trigonometria

3. Con diagramas de Venn:

A 12— ———xK A~ B
Vg

4. Con un grafico:

Notar que la aplicacién A esta representada por los puntos del grafico y
no por la recta que une esos puntos.

Ejemplo 2: Sea una aplicacion A : A — B donde los conjuntos A = {Los Angeles,
La Plata, Cérdoba, El Cairo} y B = {Argentina, Espana, Egipto, Francia} estdn
relacionados por la regla R(x,y) = “x es una ciudad de y”.
La aplicacién A sera:
A = {(z,y)/x € A, y € By“zresunaciudaddey”}
= {(LaPlata, Argentina); (Cérdoba, Argentina); (El Cairo, Egipto);
(Cérdoba, Espana)}

AT 2 RN :
/ la Plata < —— Argentina ™\
/ ) \\\ ) // ’// \\\
[ Los Angeles | /. ——# Espafia '

[ Cérdoba —— __\——» Egipto

\ / el \ /
\_ ElCairo —A——— \_ Francia /
\\\ ' S/ \\ //
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4.1. Funciones

Egipto R R o

Francia

Espafia

Argentina . .

Los Angeles La Plata Cérdoba El Cairo

Ejemplo 3: Sean los conjuntos:
A={zr/1<x<6,ze N} ={2,3,4,5}
B={x/b<zx<9,zeN}={6,7,8}
v la regla R(z,y) = “x es divisor de y”.
El producto cartesiano A x B es:
AxB ={(2,6);(2,7); (2,8);(3,6); (3,7); (3,8); (4,6); (4,7); (4,8); (5,6); (5,7); (5,8) }
La aplicacién A : A — B dada por la regla R(z,y) es:
A={(z,y)/z € A, ye B, “zesdivisordey”} = {(2,6);(2,8);(3,6); (4,8)}

B
81 . .
7
6 Fereeenemsennnne . .
; A
2 3 4 5
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4. Trigonometria

Ejemplo 4: Sean los conjuntos:
A={z/xzeR,0< 2 <3}
B={z/zeR,1<z<4}

vy sean las aplicaciones:

A ={(z,y)/r € A, y€ B, x>y}

Ay ={(z,y)/Jr € A,ye B,x+ 1=y}

As ={(z,y)/r € A,y € B,z =y/2}
Las graficas de las aplicaciones son:

N

B

EI drea total del rectangulo corresponde al producto cartesiano A x B. El area del
triangulo corresponde a la aplicacion A;. La diagonal del rectangulo es la recta corres-
pondiente a As. Finalmente, la otra recta corresponde a As.

Aplicaciéon inversa

Dada una aplicacién A, llamamos aplicaciéon inversa, A~!, al conjunto de pares
ordenados que resultan de invertir el orden de los elementos de los pares de A. De esta
forma: (y,z) € A™! <= (2,y) € A. De aqui que si A: A — Bentonces A™': B — A.

Ejemplo: Sean los conjuntos:
A={z/zeN, 1<z <6}
B={x/xeN,5<z<9}
v sea la aplicacion:
A={(z,y)/z € A, y e B, “vesdivisordey”} = {(2,6);(2,8);(3,6); (4,8)}
La aplicacion inversa sera:

AT = (025821 6,956.0)

= y)/x € B,y € A, “zesmultiplodey”}
J/y € B, x € A, “yesmultiplodez”}
/

y € B, x € A, “xesdivisordey”}
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4.1. Funciones

Funciones

Las funciones son un tipo particular de aplicaciones. Una funcion se define de la
siguiente manera:

Dados dos conjuntos A y B, una funciéon de A en B, f: A — B, es una aplicacién
A: A — B tal que para todo elemento de A existe uno y sélo un elemento
de B que le corresponde.

Es decir que todos los elementos del conjunto de partida deben estar relacionados
con uno y s6lo un elemento del conjunto de llegada. Por lo tanto ningtin elemento de A
puede relacionarse con dos o mas elementos de B, pero B puede tener elementos que no
estén relacionados con elementos de A. Una manera de verlo graficamente es mediante
diagramas de Venn: de cada elemento del conjunto de partida (A) debe salir una
y solo una flecha hacia algin elemento del conjunto de llegada (B), sin importar a
cual, para que la aplicaciéon sea una funcion f : A — B. Como ejemplo veamos qué
aplicaciones de los ejemplos dados anteriormente cumplen con la definicién de funcién.

Ejemplos: Consideremos las aplicaciones dadas en los ejemplos anteriores y analicemos
cuales de ellas cumplen con la definicién de funcion.

= Fjemplo 1:

A={xz/xzeN, 1<z <10}
B = {y / esuna de las primeras diez letras del abecedario}
A={(x,y)/z € A, y € By“xeslaposicion en el abecedariodey”}

Es funcion ya que todos los elementos de A estan relacionados con un solo ele-
mento de B.

= Fjemplo 2:

A = {Los Angeles, La Plata, Cérdoba, El Cairo}
B = {Argentina, Espana, Egipto, Francia}
A={(z,y)/z € A,y € B, “xesunaciudaddey”}

No es funcion porque Los Angeles no esta relacionado con ningin elemento y
porque Cordoba esta relacionado con dos elementos.

» Ejemplo 3:
A={z/zxeN, 1<z <6}
B={z/xeN,b<z<9}
A={(z,y)/z € A ye B, “vesdivisordey”}

No es funcion porque el 5 no esta relacionado y porque 2 esta relacionado dos
veces.
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4. Trigonometria

= Fjemplo 4:
A={z/zeR,0<z <3}
B={z/zeR, 1 <x<4}
A ={(z,y)/r € A,y € B,z >y}
Ay ={(z,y) [z € A,y € B,z =y/2}
Ay ={(z,y)/r €A, ye B,z +1=y}

La aplicacién Ay no es funcion porque los elementos del conjunto A que pertene-
cen al intervalo [0, 1) no estdn relacionados y los que pertenecen al intervalo (1, 3]
estan relacionados infinitas veces. La aplicacion A, tampoco es funcion porque
los elementos x € (2, 3] del conjunto A no estan relacionados. La aplicacion Aj
si es funcion ya que todos los elementos pertenecientes a A estan relacionados
con uno y sélo un elemento de B.

De ahora en adelante nos restringiremos a las funciones matemaéticas, es decir, a
aquellas en las que A y B son conjuntos de nimeros.

Cuando al valor de x € A le corresponde un valor de y € B a través de una funcion
f: A — B, lo vamos a simbolizar como f(z) = y (andlogamente si a un elemento
a € A le corresponde un valor de b € B, diremos que f(a) = b). De este modo podemos
utilizar f(z) o y indistintamente para representar al elemento al que estéd relacionado
x.

Ejemplo. Sea f = {(x,y)/x € A,y € B, y = 4z}. Entonces de acuerdo a la nueva
notacién podemos escribir
f:A—B
|

f(x) = 4z

Ahora vamos a dar una serie de definiciones, para las que vamos a considerar una
funcién matemaética f: A — B.

Dominio de una funcién: Llamamos dominio de f al conjunto de partida, A. Es el
conjunto de valores para los cuales f estd definida. Y se denota como:

Dom(f) = A

El dominio natural de una funcién matemaéatica es el maximo conjunto posible
para el cual esta definida.

Codominio de una funcién: Llamamos codominio de f al conjunto de llegada, B.

Y se denota como:
Codom(f) =B

Imagen de una funcién: Llamamos imagen de f al subconjunto de elementos de B
que estan relacionados con los elementos del dominio. Es decir:

Im(f)={yeB/zcAy=[f(x)}={yeB/(z,y) € f}
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4.1. Funciones

Notemos que por definicién, la imagen de una funcién estd incluida en el codo-
minio, por lo que, en principio, la imagen y el codominio de una funciéon podrian
no ser iguales.

X: Variable independiente o abscisa: Son los elementos del dominio.

Y: Variable dependiente u ordenada: Son los elementos del codominio.

Igualdad de funciones

Diremos que dos funciones f: A — By g: C — D son iguales si y sélo si:

1. Tienen el mismo dominio, A = C'
2. Tienen la misma imagen, Im(f) = Im(g)

3. Tienen la misma regla, f(z) = g(x).

Si a una funcién determinada le modificamos la regla que relaciona los elementos (se
modifican los pares ordenados), le modificamos el dominio o la imagen (por ejemplo,
reduciendo el codominio), modificaremos la funcién. En cambio, si ampliamos el codo-
minio, o lo reducimos sin modificar la imagen, la funcién no cambia.

Ejemplo: Tomemos la siguiente funciéon: f = {(1,4);(2,4);(3,6)}

Si reducimos el codominio sin
modificar la imagen, la funcion
no cambia

As DT \: /17 ’/‘4 \
SR A - 5

Si ampliamos el codominio, la
funcién no cambia.

/

‘ I A \

N

= {(1,4):(2,4: (3,6)} = 1 oAAR @0 =1
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4. Trigonometria

Si reducimos el codominio

modificando la imagen, se Si modificamos el dominio,
modifica la funcién (en este caso modificamos la funcién.

el resultado no es funcién). A B - B
e _/&}T”_“w'ﬁ\\
A// l/\\ }( 4 \? Ii“ ) /; \‘\.\

o 5
1 5 | S .

:\3 o NN
o 7 fi={(1,4);(2,4)} # f

Jo=A{L4);(2,4)} # f

Sistema de ejes cartesianos

Como vimos anteriormente, una forma equivalente para describir una funcion es
a través de un grafico. Para graficar funciones matematicas vamos a tener en cuenta
algunos detalles:

= Los graficos estan constituidos por dos ejes perpendiculares entre si.

= Los ejes deben identificarse con un nombre. En general se nombra con el conjunto
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al cual representan. El eje de las abscisas representa al dominio y se nombra con
la letra que representa a la variable independiente. Mientras que el eje de las
ordenadas representa al codominio y se nombra con la letra que representa a la
variable dependiente. Generalmente, la convencién es que llamemos x a la variable
independiente, que el eje de las abscisas esté graficado de forma horizontal; que
llamamos y o f(x) a la variable dependiente y que el eje de las ordenadas esté
graficado de forma vertical.

Como estamos trabajando con funciones matematicas, tanto el dominio como
el codominio representan conjuntos de ntmeros. Por esta razén a uno de los
extremos de cada eje se le coloca una flecha. Esta flecha indica el lado hacia el
cual crece la numeracién del eje (por esto es importante graficar la flecha sélo en
un extremo del eje).

Finalmente, los ejes deben tener alguna referencia sobre la escala en la que se
esta graficando la funcion.



4.1. Funciones

Ejemplo 1: Grafica de una recta o funcién lineal

f(x)

Ejemplo 2: Grafica de una parabola o funcién cuadratica

K
\ fly)

Criterio de la recta vertical:

Dada una grafica de una aplicacion, podemos decir si es 0 no funcién trazando (en
realidad, imaginando) una recta vertical.

= Si la recta no corta a la grafica significa que el elemento del eje de las abscisas
por donde pasa la recta vertical no pertenece al dominio.
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4. Trigonometria

= Si todas las rectas verticales cortan una sola vez a la grafica, resulta que la gréafica
es una funcién.

Funciones polinémicas

Recordemos que un polinomio, P(z), es una expresiéon matemética que se define de
la siguiente manera:

P(2) = apna™ + ap12™ '+ ...+ axx® + a1 + ag
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4.2. Angulos y sistemas de medicién

donde los coeficientes a,,, a,_1, . .., apg, son nimeros reales, a,, # 0y los exponentes son
naturales. Esto se simboliza:

P(x) = ap2"™ + ap 12"+ .+ a02? + a1 + ag

donde a; € R, i=1,2,...,n, a, #0yn € N

A x la llamamos “variable independiente” o “indeterminada” porque puede
tomar cualquier valor real, mientras que los a; se llaman “coeficientes” y son
valores reales constantes.

El grado de un polinomio esta dado por el exponente mas grande de la
variable independiente y se simboliza como:

gr(P) =n

y el coeficiente que multiplica a ", en este caso a,, es el coeficiente principal.
Mientras que el coeficiente ag, aquel que “no estd multiplicado por ninguna z", es el

) 9
término independiente.

Las funciones polinémicas son aquellas que se vinculan matematicamente
con un polinomio:

f(z):R—=R
f(z) = apx" + an 12"+ ..+ a1z + ag (4.1)
donde a; € R,i=0,1,2,...,n, a, Z0yn € N

Una explicacion detallada de la funcién lineal y algunos ejemplos de funciones polino-
micas se encuentra como lectura complementaria.

Las funciones no polinémicas seran aquellas que no estan vinculadas a un poli-
nomio, como por ejemplo la raiz, la funcién logaritmica, la funcién exponencial®, las
funciones trigonométricas, entre otras. A continuaciéon nos encargaremos de estudiar
los principales conceptos de operaciones trigonométricas.

4.2. Angulos y sistemas de medicién

Se denomina angulo a la secciéon del plano que queda comprendida entre dos se-
mirrectas que se que se originan en un mismo punto. El punto en que se inician las
semirrectas se denomina vértice; en tanto que cada una de las semirrectas que lo deli-
mitan, se denominan lados del angulo.

'En este video puedes encontrar una simple explicacién de lo que significa que algo crezca expo-
nencialmente. (http://www.youtube.com/watch?feature=endscreen&NR=1&v=DaNTSu-mCRg)
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Por convencién, un angulo es positivo cuando se mide en el sentido con-
trario a las agujas del reloj (también llamado sentido antihorario, sentido levégiro
o sentido directo), y por lo tanto es negativo si se mide en el mismo sentido que
las agujas del reloj (sentido horario, sentido dextrégiro o indirecto). En un sistema
de ejes cartesianos, el eje positivo de las abscisas suele tomarse como referencia para

medir angulos.
Existen distintos sistemas de medicion de angulos (de manera anéloga a la que exis-

ten distintos sistemas para medir, por ejemplo, distancias: millas, kilometros, leguas,
etc.). Los sistemas que veremos en este curso seran el sistema sexagesimal, el sistema

horario y el sistema circular.

Sistema sexagesimal En este sistema una vuelta completa equivale a 360 grados.

Esto se denota: 360°. Luego, % de vuelta equivale a 270°, % de vuelta equivale a
180° y i de vuelta equivale a 90°.
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Los submuiltiplos de grado comtinmente utilizados son los minutos y los segundos.
Un grado equivale a 60 minutos, 1° = 60/, y 1 minuto equivale a 60 segundos,
1" = 60”. De este modo podemos escribir un angulo de dos formas equivalentes: en
grados como numero real o lo podemos expresar en grados, minutos y segundos.

Ejemplo: Supongamos que queremos escribir el angulo o = 42° 30’ 15" en grados.
Para hacer esto tenemos que ver a cuantos grados equivalen 30’ 15”. Entonces,
utilizando las equivalencias dadas anteriormente tenemos que:

60" = 1’

15" = 2 =z =

Asi encontramos que 15" = 0./25. Ahora tenemos que o« = 42°30.25. Final-
mente, para pasar de minutos a grados hacemos el mismo procedimiento que
realizamos recién:

600 = 1°
30./25.1° N
30/25 = v =1 = —— = 0.°50416
60/
De este modo encontramos que a = 42°30'15" = 42.°50416. Cuando estemos

trabajando en estas unidades la calculadora debe estar en la funcién deg (degree,
que quiere decir grado en inglés).

Sistema horario En este sistema una vuelta completa equivale a 24 horas.

Esto se denota: 24". Luego, % de vuelta equivale a 18", % de vuelta equivale a 12"
y i de vuelta equivale a 6".

______
. ~
- ~

~
Seel

> 18"

Los submultiplos hora también son los minutos y los segundos. Una hora equivale
a 60 minutos, 1" = 60™, y 1 minuto equivale a 60 segundos, 1™ = 60°. De este
modo podemos escribir un angulo de dos formas equivalentes: en horas como un
numero real o lo podemos expresar en horas, minutos y segundos.
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Ejemplo: Supongamos que queremos escribir el 4ngulo o = 42" 30™ 15° en horas.
Utilizando el mismo procedimiento que en el ejemplo del sistema sexagesimal

obtenemos que o = 42" 30™ 155 = 42.150416.

Para este caso las calculadoras no tienen una funcion especifica, pero como las
fracciones de hora y de grado son equivalentes, para trabajar en este sistema
la calculadora debe estar en la funcién deg. La diferencia estara en que
si estamos trabajando en el sistema horario un dngulo de 25" equivale a un dia

y una hora, 25" = 191", mientras que en el sistema sexagesimal un dngulo de
361° equivale a una vuelta y un grado (pero el angulo se sigue escribiendo como
361°).

Sistema circular En este sistema una vuelta completa equivale a 27 radianes.

Esto se denota: 27 ¢ 27 rad. En general en este sistema no se escribe la unidad,

es decir que un angulo de 27 radianes se expresa como 27. Los radianes se es-

criben como un numero real. Las fracciones de radianes no tienen una notacion

particular.

- ~~
g s

/
4
DO o

Es importante recordar que cuando estemos trabajando en estas uni-
dades la calculadora debe estar en la funcién rad (radianes).

Para definir cudanto mide un radian primero debemos definir la longitud de arco.
Se define la longitud de arco, L, como un tramo de la longitud de una

circunferencia.?

2La  historia del ntimero pi y su  significado lo  pueden ver  aqui.

(https://www.youtube.com/watch?v=3Gdjkz600N4)
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/X

Para calcular esta longitud hacemos el siguiente razonamiento: si una vuelta
completa, es decir un angulo de 27 radianes equivale a la longitud total de la
circunferencia, 277, entonces un angulo « equivale a una longitud L. Por lo tanto:

27 27r

Qo L

(4.2)

De aqui podemos definir cuanto mide un radian. Un radian se define como
el angulo para el cual la longitud de arco, L, es igual al radio, r, de la
circunferencia.

Despejando L obtenemos que:

4.2.1. Conversion entre sistemas

Para pasar de un sistema de mediciéon a otro se utilizan las equivalencias entre los
valores para un mismo angulo en los distintos sistemas. De las tres figuras anteriores
se puede ver que:

T

90° = 6" = —

2
180° = 12" = &
270° = 18" = § T

2
360° = 24" = 27x

Ejemplo: Supongamos que queremos pasar el angulo o = 42° 30" 15" del sistema se-
xagesimal al sistema horario. Lo primero que hay que hacer es escribir el angulo en
grados. Esto nos habia dado que a = 42°30' 15" = 42.°50416. Luego para pasar al
sistema horario utilizamos, por ejemplo, la equivalencia 180° = 12". Entonces,

180° = 12"
42.°50416 . 128

— 2."83361
180°

42°50416 =10 — ¢ =

Para escribir el angulo en horas, minutos y segundos hacemos el proceso inverso al que
hicimos anteriormente.
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4. Trigonometria

Primero pasamos a minutos la parte decimal de la expresion en grados:

1P = 0™

A 0."83361 . 60™ A
083361 =0 — o = —————— = 507016

v la fraccion de minutos la pasamos a segundos:
1" = 60°

0.m16.60°
o

0."0l6=2 =z = 1°
Finalmente, obtuvimos que a = 42° 30" 15" = 2M 50™ 18,
Supongamos ahora que queremos pasar al sistema circular. De forma analoga te-

nemos que si a = 2"50™ 15 = 2.83361 entonces para cambiar de sistema hacemos lo
siguiente:

2P =921
21083361 . 27

218336l =0 — 2 = — = 0.741837654

Por lo tanto a = 42° 30/ 15" = 2" 50™ 15 = 0.741837654.

4.3. Funciones trigonométricas

Definiremos las funciones trigonométricas es a partir de un tridngulo rectangulo.
Un triangulo rectangulo es aquél que tiene un angulo recto como uno de sus angulos
interiores. En este caso, los lados que forman el angulo recto se llaman catetos,
y el tercer lado es la hipotenusa. Si uno toma un angulo interior, que no
sea el angulo recto, entonces el cateto que forma dicho angulo sera el cateto
adyacente (con respecto a este angulo), mientras que el otro sera el cateto
opuesto.

Cateto Hipotenusa Cateto Hipotenusa
opuesto adyacente
«
Cateto adyacente Cateto opuesto

Las tres funciones trigonométricas elementales son el seno, el coseno y la tangente
(abreviadas como sen, cos y tan), y se pueden construir, a partir del tridngulo rectan-
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gulo, como:

Cateto opuesto

sen «a =

Hipotenusa
Cateto adyacente
Ccos o = -
Hipotenusa
sen « Cateto opuesto
tan a = =
COS « Cateto adyacente

Entonces en el triangulo de la figura siguiente, formado por los lados r, a y b, las
funciones trigonométricas seran:

b a
sen @« = - sen f = —
r r
a b
cosa = — cos f = —
r r
sen « b sen [3 a
tan a = = — tan f = = -
cos « a cos f3 b

El teorema de Pitdgoras (que demostraremos més a delante) dice que r? = a® + b2
De aqui se tiene que r2 > a? y r? > b%. Aplicando rafz cuadrada en ambos miembros
obtenemos que |r| > [a| y |r| > [b|. Luego 1 > |%| y 1 > |%|. Finalmente, teniendo en
cuenta que cos v =sen f =% y sen a = cos 3 = 2 resulta que:

|cos a| = |sen | <1
|sen aof = |cos ] <1

De este resultado se puede decir que para cualquier angulo, «, tenemos que:

—1<sena <1

—1<cosa<l (4.3)

Si ahora agrandamos el triangulo sin modificar sus angulos interiores, por ejemplo
el tridngulo formado por los lados 7/, a’ y ¥/, resulta que
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4. Trigonometria

b 74 a a'
sen ¢ = — = — sen f = - = =
T r T r
a a b v
cosqy = — = — cosf = - = —
T r! T !
b v a
tana = — = — tan § = — = —
a a b b

Esto significa que el valor de las funciones trigonométricas dependen del
angulo y no del tamano del tridngulo. Por lo tanto podemos deshacernos del
tridngulo y extender las funciones trigonométricas a todos los dngulos (y no restrin-
girnos a los dngulos menores que 180° solamente como venfamos haciendo). Vamos
a trabajar entonces con lo que se llama la circunferencia trigonométrica, que es
una circunferencia de radio unidad cuyo centro coincide con el origen del
sistema de coordenadas cartesiano.

En el sistema de ejes cartesianos, el plano xy se divide en 4 cuadrantes: el pri-
mer cuadrante corresponde al semiplano en el cual x e y son positivos; en el segundo
cuadrante x < 0 e y > 0; en el tercer cuadrante x e y son negativos, y en el cuarto
cuadrante x > 0 e y < 0. Estos cuadrantes se denotan con ntimeros romanos. Con este
criterio y teniendo en cuenta que los angulos positivos se miden desde el eje positivo
de las abscisas y en sentido antihorario, tendremos que un dngulo pertenece al primer
cuadrante si estd entre 0 y 7/2, pertenece al segundo cuadrante si estd entre 7/2 y 7,
pertenece al tercer cuadrante si estd entre 7 y (3/2)7, y pertenece al cuarto cuadrante
si estd entre (3/2)m y 27.

Para calcular el valor de las funciones trigonométricas en la circunferencia podemos
asociarle un triangulo rectangulo a cada angulo. Este tridngulo se construye trazando
un segmento paralelo al eje de la ordenadas desde el punto de intersecciéon entre el lado
del angulo y la circunferencia, hasta el eje de la abscisas. A menos que se especifique
lo contrario, estaremos trabajando con la circunferencia de radio 1 (r = 1). Entonces:
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4.3. Funciones trigonomeétricas

«

Q

b
sena:I:b CcosS o0 =

Como estamos en un sistema de ejes cartesianos tendremos que:

{a>0 {Cosa>0
a €]l=— —

= tan a >0
sen a > 0

—tan a <0
sen o > 0

a<0 cos a <0
aEII:>{ :>{

a<0 cos a <0
aGIH:{ :{ = tan a > 0

sen o < 0

aEIV:>{a>O ———>{008a>0 — tan a <0

sen o < 0

Para los extremos de los cuadrantes la funciones trigonométricas son:
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4. Trigonometria

sen o« = 0
—tana = 0

e Q
I
N O
3
——

COs &

sen o« = 1
:{ :ﬂtana
cosa = 0

—tana = 0
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4.3. Funciones trigonomeétricas

3 sen ¢ = —1
o= S — — P tan o
2 cosa = 0
ATENCION
Los angulos pueden ser mayores a 2 7; esto significa que los angulos pueden dar una
o varias vueltas. Por ejemplo, el angulo « y el angulo 5, = a + 27, son angu-

los distintos pero los valores de sus funciones trigonométricas son iguales
porque caen en el mismo lugar en la circunferencia trigonométrica.

Lo mismo sucede si damos dos vueltas, fo = a + 2(27), o tres vueltas, 3 =
a + 3(27), o si damos una cantidad de vueltas tan grande como se quiera. Entonces,
resulta que
sen a = sen(a + 2km)
Vk €7 cosa = cos(a + 2km)
tan @« = tan(a + 2km)

Es importante resaltar que el dominio de las funciones trigonométricas seno y coseno
son numeros reales que representan angulos. Sin embargo, la imagen tanto del seno
como del coseno son los nimeros reales que estan entre —1 y 1, es decir, Im(sen) =
Im(cos) = [—1,1]. Mientras que el dominio de la tangente son todos los ntimeros reales
excepto los nimeros (7/2) 4+ 2k7 y (37/2) 4+ 2k7, con k € Z.
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4. Trigonometria

Dom(sen) = R
Im(sen) = [—1;1]

Dom(cos) =R
Im(cos) = [—1;1]

Dom(tan) ={a € R/
a # (7/2) + 2k,
a # (3m/2) + 2k
ykeZ}
Im(tan) =R

3

4.3.1.

sen X

0 X
0 n/2 3n/2 7n 51/2

-5m/2 -pm -3n/2 - -m/2

COos X

0 X
-5r/2 -2m -3ny2 - -/2 0 m n 32 2n 52

X
n 5m/2

-5n/2 A2n -3n/2 /- -1/2 0 n2 /m 3n/2

Funciones trigonométricas reciprocas

Las funciones trigonométricas reciprocas (no son las funciones trigonométricas in-
versas) son la cosecante, la secante, y la cotangente (abreviadas como csc, sec y cot),

y se definen como:

1
csca = para sen a # (
sen «
1
sec o = para cos o # 0 (4.4)
Cos «
1 cos «
cot a = = para sen « # 0
tan « sen «
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Dom(csc) =R — {a/ a = kr, k € Z}
Im(csc) =(—o00, —1] U [1, +00)

Dom(sec) =R — {a/ a = (7/2) + 2k,
a = (37/2) + 2km
ykeZ}

Im(sec) =(—o0; —1] U [1; +00)

Dom(cot) =R —{a/a=knm;, k€ Z}
I'm(cot)

|
=

4.4.

0 X

-5m/2 -2n -3n/2 -n

-1/2

0 M2 m 3m2 2n 512

H
[
[0
s}

w

N

X

-5m/2 -2m -3n/2 -n

\
\

T,

m
k

0
-1
2
3
4

/2
4
3
2
1
0

0 W2 mn 32 2n 512

-5,

-2m -3m

Relaciones Fundamentales

-

-,

0 m. m o 3m 2n 5m

Lo que vamos a ver ahora son las relaciones que existen entre el seno y el coseno.
Para la tangente también existen estas relaciones, pero como la tangente se define como
el cociente del seno por el coseno, se pueden demostrar utilizando las identidades que

veremos a continuacion.

= Relacién pitagérica

Para poder demostrar esta identidad, primero vamos a demostrar el teorema de

Pitagoras.
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Teorema de Pitagoras

Dado un triangulo rectangulo cualquiera, el cuadrado de la longitud de su hipote-
nusa es igual a la suma de los cuadrados de la longitud de sus catetos.

¢ =a® + b

Para demostrar la identidad vamos a utilizar un cuadrado de lado a + b subdi-
vidido como se muestra en la figura:

La superficie del cuadrado es (a + b)?, pero también la podemos escribir como la
suma de la superficie del cuadrado del medio mas la superficie de los 4 triangulos:

A+ 4 %. Por lo tanto:

b
(a—l—b)2:02+4%
a? + v+ 2ab=c72 + 2ab

a4+ =7

De este modo hemos demostrado que la suma de los cuadrados de los catetos
es igual al cuadrado de la hipotenusa?®

3Esta misma demostracién es la que explica Paenza aqui
(https://www.youtube.com/watch?v=yDR5FDcMO50).
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(45)

Una vez demostrado el teorema de Pitdgoras, podemos reemplazar sus catetos
por expresiones en funcion del angulo a. Esto lo hacemos de la siguiente manera:

sen o = = b = csen «

Cos @ = — a4 = CCOS

0Ol oo

Si reemplazamos estas dos expresiones en el teorema de Pitagoras obtenemos que:

a + b =

(ccos @)? + (csen a)? =
? cos? a + ? sen” a =
A (cos? a + sen® a) =

i\lmmn
NN N

Asi obtenemos la relacion pitagorica:

cos> a + sen” a = 1 (4.6)

Esta relacion es una identidad, por lo tanto vale para cualquier angulo.

» Funciones trigonométricas de la suma de dos angulos

sen (o + ) = sen « cos § + cos « sen 3 (47)
cos(aw + ) = cos «cos f — sen « sen 3 ’

Estas expresiones las vamos a demostrar graficamente. Tomemos dos triangulos.
El primero serda un tridngulo cuya hipotenusa es igual a uno, sus catetos son a
v b, y a es el angulo formado por b y la hipotenusa. El segundo tiene a b como
hipotenusa, sus catetos son e y f vy 3 es el angulo formado por by f.
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sena = a
cosa = b
e c
Senﬁ = 6 = a
cos f = / = d
b a

Ahora, despejando ¢, d, e y f tenemos que:

= asenf
a cos 3
b sen 3
= bcospf

~ 0 QLo
I

Y reemplazando a y b por sen « y cos «, respectivamente, obtenemos que:

¢ = sen « sen [3
d = sen « cos f3
e cos « sen [3
f = cos acosf

Por otro lado, de la figura también tenemos que:

sen (a + ) d+e
cos(a + ) = f—c

Reemplazando ¢, d, e y f por las expresiones encontradas obtenemos que:

sen(a + ) = d+ e = sen o cos f + cos « sen f3
cos(a + ) = f — ¢ = cosacosf — sen «sen 3

De este modo hemos encontrado las funciones trigonométricas para la suma de
dos angulos:

sen (o + ) sen « cos B + cos « sen 3
cos(aw + ) = cos «cos f — sen « sen 3
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= Funciones trigonomeétricas de la resta de dos angulos

sen (o — ) = sen a cos f — cos « sen [3

cos(aw — 8) = cos « cos 5 + sen « sen [3 (4.8)

Esto lo vamos a demostrar de forma analoga al procedimiento anterior. De la
siguiente figura tenemos que:

sen f = a
cos B = b
o _ ¢_¢
sen @ = 2 ”
f d
cosa = = = —
b a

Ahora, despejando ¢, d, e y f tenemos que:

c = asen o
d = acos«
e = bsen«
f = bcosa

Y reemplazando a y b por sen « y cos «, respectivamente, obtenemos que:

= sen [ sen «
= sen [ cos «
cos [ sen «
= cos [ cos «

~ 0o Lo
Il

De la figura también tenemos que:

sen(av — fB) = e—d
cos(a — ) = f+ec

Reemplazando ¢, d, e y f por las expresiones encontradas obtenemos que:

sen(a — ) = e —d = cos fsen a — sen [ cos «
cos(a — ) = f+ ¢ = cos[fcosa+ sen [ sen «
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De este modo hemos encontrado las funciones trigonométricas para la suma de
dos angulos:

sen (o — ) = sen acos f — cos « sen [3
cos(aw — f) = cos « cos § + sen « sen [

Las relaciones fundamentales se pueden sintetizar de la siguiente manera:

cos’ o + sen® a = 1
sen (v + ) = sen « cos £ cos a sen 3 (4.9)
cos (o = ) = cos « cos § F sen « sen 3

De estas expresiones se pueden deducir las funciones trigonométricas para el angulo
opuesto, el angulo doble y el dngulo mitad.

= Funciones trigonométricas del angulo opuesto

Si a es un angulo cualquiera, su opuesto sera el angulo —«a. Las funciones tri-
gonométricas del dngulo —a se pueden escribir en funciéon de a. Para esto va-
mos a utilizar las expresiones encontradas para la resta de dos angulos (relacién
4.8) teniendo en cuenta que el angulo opuesto se puede escribir como una resta:
—a = 0 — «. Entonces,

sen (—a) = sen(0 — «)
= sen (0) cos(a) — cos(0) sen(«)

Para el coseno hacemos lo mismo:

cos(—a) = cos(0 — «)
= cos (0) cos(a) + sen (0) sen(a)

Por lo tanto, las funciones trigonométricas para el angulo opuesto son:

cos(—a) = cos
sen (—a) = — sen «

(4.10)

= Funciones trigonométricas del angulo doble

Ahora vamos a utilizar las relaciones encontradas para la suma de dos angulos
(relaciones 4.7) ya que si « es un angulo cualquiera, el dngulo doble serd 2a =
a + «. Entonces,

sen(2a) = sen(a + «)
= sen (a) cos(a) + cos(a) sen(a)
= 2sen «a cos «
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Para el coseno hacemos lo mismo:

cos(2a) = cos(a + «)
= cos () cos(a) — sen (a) sen(«)
= cos® a — sen? a

Por lo tanto, las funciones trigonométricas para el angulo doble son:

cos(2a) = cos® a — sen? a

sen (2a) = 2 sen « cos « (4.11)

Funciones trigonométricas del angulo mitad

Esta demostracién requiere un poco mas de esfuerzo, pero de todos modos es
bastante simple. Para encontrar las funciones del angulo mitad vamos a hacer lo
siguiente. Escribimos a un angulo cualquiera o como %a + %&. Luego el coseno
de « es:

o+ 39)
cosa = cos|(-a+ -«
2 2

1 1
_ 2 (= _ 2(Z
cos <2 a> sen <2a)
Ahora, por la relacién pitagérica (ec. 4.6) tenemos que:

1 1
cos? (2 a) + sen? (2 a) =1

Entonces, para encontrar el seno del angulo mitad despejamos el cuadrado del
coseno de la relaciéon anterior, esto es:

1 1
cos® ( a) = 1 — sen? ( a)
2 2
Y esto lo reemplazamos en la expresién para el coseno de «. Asi encontramos
que:
*(39) - (59)
cosa = cos’|=-a) — sen” | =«
2 2
1 1
[ )] (3
[ sen 5 ! sen 5 !
1
= 1 — 2sen? (oz)
2

Finalmente, despejando el seno del angulo mitad:

1 1 — cos a
- = :i: U —
sen (2 a) \/ 5
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El doble signo esta asociado a la incertidumbre del cuadrante en el cual se en-

cuentre el angulo 5 a, v sélo se elige el que corresponda al cuadrante.

Para hallar el coseno del angulo mitad despejamos el coseno cuadrado de la
relacion pitagorica y la reemplazamos en la expresion del coseno de a.

cosa = cos?(-a) — sen?( =«
2 2
1 1
= cos? (2 a) — {1 — cos? (2 aﬂ

1
= —1+ 2 cos? (Oz)
2
Finalmente, despejando el coseno del dngulo mitad:

1 11
Ccos < oz) = + 7_'— cos a
2 2

Por lo tanto las funciones trigonométricas para el angulo mitad seran:

1 1

2 2

1 1 — cos a
- - 4
2 a) V" 2

(4.12)

ATENCION

Tener en cuenta que estas ltimas tres demostraciones se desprenden de la suma y resta
de angulos. Se pueden deducir y no es necesario aprenderlas de memoria.

4.4.1. Reduccién al primer cuadrante
La reduccién al primer cuadrante consiste en escribir el seno y el coseno de un

angulo cualquiera, en funciéon de las funciones trigonométricas de un angulo «, tal que
ael.

= Angulo perteneciente al segundo cuadrante.
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Del grafico se ve que para cualquier angulo del segundo cuadrante existe su su-
plementario. Por lo tanto, se puede escribir como m — «. Utilizando las relaciones

fundamentales se encuentra que:

cos(m — a) = cos m cos & + sen T sen o = — COS

=-1

=0

sen(m — ) = sen mw cos @ — COS T Sen (v = Sen «

=0

=-1

Luego, para cualquier angulo del segundo cuadrante tendremos que:

cos(m — «)
sen(m — «)

— COS &
sen «

» Angulo perteneciente al tercer cuadrante.

(4.13)

Del grafico se ve que cualquier angulo del tercer cuadrante se puede escribir como
m + «. Utilizando las relaciones fundamentales se encuentra que:

cos(m + @) = COs T COS (v — Sen T sen o

=-1

sen(m + a) = sen m cos a + COS T Sen «

=0

=0

=-1

— COS v

—Ssen «

Luego, para cualquier angulo del tercer cuadrante tendremos que:

cos(m + a)
sen(m + «)

— COS «v
—sen «

(4.14)
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4. Trigonometria

» Angulo perteneciente al cuarto cuadrante.

«

(o]

Del grafico se ve que cualquier angulo del cuarto cuadrante se puede escribir como
271 — «. Utilizando las relaciones fundamentales se encuentra que:

cos(2m — «) = cos(27) cos o + sen(27) sen o = cos «

=1 =0
sen(27m — «) = sen(27) cos @ — cos(27) sen & = —sen «
=0 =1

Luego, para cualquier angulo del cuarto cuadrante tendremos que:

cos(2m — a) = cos «

sen(2m — a) = —sen « (4.15)

Las relaciones encontradas para el seno y el cosenode (7 — a), (m +a) y (27 — «)
valen siempre, aunque a no pertenezca al primer cuadrante. Esto es asi porque hemos
utilizado las relaciones encontradas para el seno y el coseno para la suma y para la
resta de angulos.

4.5. Funciones trigonométricas inversas

Son las funciones arcoseno (arcsen), arcocoseno (arccos) y arcotangente (arctan).
Estas funciones se utilizan cuando la incognita forma parte del argumento de las fun-
ciones trigonométricas. Es importante mencionar que la imagen de estas funciones son
angulos.
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4.5. Funciones trigonométricas inversas

Funcién arcoseno: Se define como:

ArcSen(x)

n/2

Dom(arcsen) = [—1;1]

Im(arcsen) = [—m/2; /2] 1 0 i

f(z) = arcsen ()

/2

Que el seno y el arcoseno sean funciones inversas significa que si sen a = x
entonces,

arcsen[sen o] = «

senfarcsen ] = x

En las calculadoras normalmente esta funcién se denota como sen™?!

en este caso sen~ !« #

9

sen

Dependiendo del signo del argumento del arcoseno, la imagen sera un angulo de
algiin cuadrante en particular. Es decir, si & = arcsen (z) entonces resulta que
xr = sen (). Entonces, entre [—Z; Z] tendremos que:

272
siz=-1 = a=—3
si—1l<r<0 = —$<a<0 = aclV
sizx=0 = a= (4.16)
si0<z<1 — 0<a<i = acl
siz=1 = a=73
ATENCION

Utilizando las relaciones encontradas anteriormente, cuando estudiamos la re-
duccién al primer cuadrante (relaciones 4.13, 4.14 y 4.15), podemos encontrar los
valores de a € [0; 27) que satisfacen o = arcsen(z).

— 3
o= 35T

— 7<a<it 6 Ir<a<2r = a€clll 6 aclV
siz=0 = a=0 6 a=
—
—_—

siz=-—1

si—1<x<0

I

ICTE R

si0<z <1 0<a<g o <a<T = o€l 6 acll

siz =1,

(4.17)
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4. Trigonometria

De aqui que entre [0;27) siempre tendremos dos soluciones, excepto cuando
sen(a) =1 o sen(a) = —1.

Funcién arcocoseno: Se define como:

ArcCos(x)

Dom(arccos) = [—1; 1]
I'm(arccos) = [0; 7]

f(z) = arccos ()

L 4

Ahora si cos @ = x entonces,

arccoslcos o] = «
coslarccos | = =

En las calculadoras normalmente esta funcién se denota como cos™!.

Dependiendo del signo del argumento la imagen serd un édngulo de algin cua-
drante en particular. Si @ = arccos (z) entonces resulta que z = cos (a). En-
tonces, entre [0; 7] tendremos que:

siz=-—1 — a=7
si—1<r<0 = f<a<m = a«acll
sizx=0 — a=73 (4.18)
si0<z <1 — O0<a<j = acl
sir=1 = a=10
ATENCION

Utilizando las relaciones encontradas anteriormente, cuando estudiamos la re-
duccién al primer cuadrante (relaciones 4.13, 4.14 y 4.15), podemos encontrar los
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4.5. Funciones trigonométricas inversas

valores de a € [0; 2) que satisfacen a = arc cos(z).

siz=—1 — a=7

si—1<z<0 = J<a<nm O 7T<a<%77
siz=0 — a=3 Oz:%ﬂ'
si0<ax <1 — 0

six =1, — a=10

= a€cll 6 aclll

6
O<a< i ¢ g7r<oz<27r = o€l 6 aclV

(4.19)

De aqui que entre [0;27) siempre tendremos dos soluciones, excepto cuando

cos(a) =1 o cos(a) = —1.

Funcién arcotangente: Se define como:

o
ArcTan(x)

Dom/(arctan) = R

X

Im(arctan) = (—n/2;7/2)
f(z) = arctan (x)

<T1/2 1

Ahora si tan o = x entonces,

arctan[tan a] = «
tan[arctan x] = =

En las calculadoras normalmente esta funcién

se denota como tan~!.

Dependiendo del signo del argumento la imagen serd un édngulo de algin cua-
drante en particular. Si @ = arctan (z) entonces resulta que z = tan («). En-

T, T

tonces, entre (—7; 7) tendremos que:

siz<0 = —J<a<0 =
sir=0 = a=0
si0<zx =— 0<oz<g —

aclV
(4.20)

a€el
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ATENCION

Utilizando las relaciones encontradas anteriormente, cuando estudiamos la re-
duccién al primer cuadrante (relaciones 4.13, 4.14 y 4.15), podemos encontrar los
valores de a € [0;27) que satisfacen a = arctan(z).

sizr< () = g<0z<7r 0] %7?<oz<27r = a€ll 6 aclV

sir=0 = a=0 6 a=m«
sil<z = 0<a<? 6 n<a<im = a€cl 6 acll
(4.21)
De aqui que entre [0; 27) siempre tendremos dos soluciones.

Ejemplos: Vamos a resolver ecuaciones donde la incégnita es el angulo, utilizando las
funciones trigonométricas inversas:

» Ejemplo 1: Supongamos que queremos hallar un angulo « tal que su seno sea
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igual a 1/2. La ecuacién que queremos resolver es:

1
sen o = —
2
Entonces para despejar nuestra incognita de la ecuacion aplicamos la funcién

arcoseno en ambos miembros.

sen o« = —
2

1
arcsen[sen | = arcsen (2>

)
a = arcsen | -
2

Ahora, como sen « > 0 tenemos entonces que o € [ 6 a € II. De acuerdo a las re-
laciones encontradas en 4.17 y a los resultados encontrados en el ejercicio anterior,
5

tendremos que las soluciones, en [0;27), seran oy = /6y ag = T — g = e

En el caso en el que las soluciones no estén restringidas a un intervalo particular,
entonces hay que incluir aquellas que representan angulos que difieren vueltas
completas de los dos hallados anteriormente. Asi, las soluciones son de la forma
ag =7/6+ 21k yay = %71’ + 27k, conk € Z.

Ejemplo 2: Supongamos que queremos hallar un angulo 3 tal que su coseno sea
igual a —1/2. La ecuacién que queremos resolver es:

1
COSB——i



4.6. Resolucion de triangulos

Entonces para despejar nuestra incégnita de la ecuacion aplicamos la funcion
arcocoseno en ambos miembros.

1
cos f = — 3
1
arccos|cos 3] = arccos (— 2)

[ = arccos (—;)

Ahora, como cos § < 0 tenemos entonces que 3 € Il 6 § € III. Entonces, de
acuerdo a las relaciones 4.19 y a los resultados encontrados en el ejercicio anterior,
las soluciones, en [0;2 ), seran 31 = %7‘(‘ VB =21— [ = %ﬂ'.

En el caso de que las soluciones no estén restringidas a un intervalo particular,
las soluciones son de la forma 3; = %71’ + 27k y [y = %71’ + 27k, conk € 7.

» Ejemplo 3: Supongamos que queremos hallar un angulo « tal que su tangente
sea igual a —1. La ecuacion que queremos resolver es:

tan v = —1

Entonces para despejar nuestra incégnita de la ecuacion aplicamos la funcion
arcotangente en ambos miembros.

tany = -1
arctanftan 7] = arctan(—1)
v = arctan(—1)

Ahora, como tan v < 0 tenemos entonces que v € I 6 v € IV. Entonces, de
acuerdo a las relaciones 4.21 y a los resultados encontrados en el ejercicio anterior,

: ) . _ 3 _ _ 7
las soluciones, en [0;27), serdny; = [Ty Y2 =T+ = 7.

En el caso de que las soluciones no estén restringidas a un intervalo particular,
las soluciones son de la forma v, = %71’ + 21k yy = %W + 2mk, con k € Z.

4.6. Resolucion de triangulos

Una aplicaciéon de la trigonometria es la resolucion de tridngulos. Esto consiste en
determinar los lados y/o los dngulos interiores de un tridngulo conociendo algunos
datos del mismo.

Para resolver este tipo de problemas, ademas de poder utilizar la relaciones funda-
mentales vistas anteriormente (identidades 4.9 y las relaciones 4.17, 4.19 y 4.21) vamos
a utilizar dos teoremas y las relaciones entre los angulos interiores de un triangulo.
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4. Trigonometria

4.6.1. Teorema del seno

El teorema del seno dice que dado cualquier tridngulo de lados a, b y ¢, y
cuyos angulos interiores son «, formado por los lados b y c¢; 8, formado por
los lados a y ¢; y ~, formado por los lados a y b, se cumple que:

sen « sen f3 sen 7y

= 4.22
a b c ( )

Demostracién

Para demostrar este teorema hay que ver que la relacion 4.22 se cumple para to-
dos los triangulos, por lo que vamos a demostrarlo para los triangulos acutangulo,
obtusangulo y recto.

= Tridngulo acutangulo:

Si en el triangulo trazamos la altura h tomando al lado ¢ como base podemos
escribir que:

sen &« —

h =0bsen o
h =a sen 3

Q> >

sen =

Luego, igualando las dos expresiones de h encontramos que:

bsena = asenf
sen sen f3
a b
Si ahora trazamos la altura h’ tomando al lado a como base podemos escribir
que:
hl
sen f = o W =csen [
—
n h' = b sen ~
sen y = —
b
Luego, igualando las dos expresiones de h' encontramos que:
csen § = bseny
sen 5 sen vy
b N c
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4.6. Resolucion de triangulos

sen « sen 5 sen f3 sen vy "
= = emostra-

c
mos que el teorema del seno se cumple para los triangulos acutangulos.

Finalmente, encontramos que como

Triangulo obtusangulo: Esta demostracion sigue la misma metodologia que
llevamos a cabo anteriormente.

Trazamos la altura h tomando al lado ¢ como base. Entonces,

sen @ =

h =bsen «
h=a sen 3

sen(m — ) =sen f =

Q> >

Por lo tanto,
sen @ sen (3

a b

Si ahora trazamos la altura A’ tomando al lado b como base podemos escribir
que:

h/
sen @« = —
c h' = c¢sen «
, — ,
h h' = a sen ~
sen y = —
a
Por lo tanto,
sen « sen -y
a c
) sen « sen § sen « sen -y
Finalmente, encontramos que como = vy = demostra-
a

a c
mos que el teorema del seno se cumple para los triangulos obtusangulos.

Triangulo rectangulo: Esta demostracion es un poco mas simple porque ahora
f = m/2 entonces sen = 1.
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_a
sena = o
bsena = a
bsen a = asen 3 (valeporque senf = 1)
sen «  sen 3
a N b
Andalogamente tenemos que:
c
seny = 3
bseny = c
bseny = csenf
sen y  sen 3
c N b

sen « sen 5 sen f3 sen 7y 4 "
= = emostra-

Finalmente, encontramos que como

c
mos que el teorema del seno se cumple para los triangulos rectangulos.

De este modo hemos demostrado que el teorema del seno vale para cualquier trian-
gulo.

4.6.2. Teorema del coseno

El teorema del coseno dice que dado cualquier tridAngulo de lados a, by c, y
cuyos angulos interiores son a, formado por los lados b y c; 8, formado por
los lados a y c¢; y ~, formado por los lados a y b, se cumple que:

a®> = b+ ¢ — 2bccos @
V¥ = a® + ¢ — 2accos § (4.23)
2 = a®> + 1 - 2abcos vy

Demostracion

Nuevamente este teorema hay que demostrarlo para todos los tridngulos.
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4.6. Resolucion de triangulos

= Tridngulo acutangulo:

Si en el triangulo trazamos la altura h tomando al lado ¢ como base podemos
escribir que:

h

sena:g — h = bsen «
C1

Cosozzz — ¢ = bcos

c=¢ +c = ¢ =c—c =c— bcosa
Por el teorema de Pitdgoras tenemos que:
a® = h* + c
Luego, reemplazamos que h = bsen ay ¢ = ¢ — b cos «,
a? = h?+
= (bsen a)? + (c — b cos a)?
= b sen’a + 2 — 2cbcos a + b* cos® a
= b (sen’a + cos’a) + ¢* — 2bc cos @
= b+ — 2bccos a
De este modo encontramos que a?> = b*> + ¢ — 2bc cos a.

Ahora hay que encontrar las otras dos igualdades. Esto se hace de forma analoga.
h
sen f = — = h =asenf
a
C2
cosf = — = ¢y =acosf
a

c=c 4+ = ¢ =¢c—cC =c¢c—acosf
Por el teorema de Pitdgoras tenemos que:
Vo= b2+
= (asen 8)* + (¢ — a cos (3)?
= a’sen’f + ¢ — 2ca cos B + a® cos?
= a?*(sen’ 3 + cos’B) + ¢ — 2ac cos 3

= a’> + ¢* — 2accos B
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4. Trigonometria

Y para encontrar la ultima igualdad trazamos la altura A’ y luego hacemos lo

siguiente:
h/
seny = = h' = bseny
ay
cosy = — a; = bcosvy

a=a +a = ay =a—a =a— bcosvy
Por el teorema de Pitdgoras tenemos que:
= (M) + a3
= (bsenv)? + (a — b cos ¥)?
= b?sen?y + a2 — 2ab cos vy + b? cos®y
= b*(sen*vy + cos’7y) + a* — 2ab cos vy
= a®> +b* — 2abcos vy

Finalmente, encontramos que para un triangulo acutangulo se cumple que:

a’> = b +c* — 2bccosa
> = a®> + ¢ — 2accos B
2 = a2+ 1> — 2abcosy

= Tridangulo obtusangulo: Esta demostracion es bastante similar a la anterior.

Trazamos la altura h tomando al lado ¢ como base podemos escribir que:
sen o = 3 =— h = bsen«

C1
Cosazz — ¢ = bcos«

cp=Cc+cec — c=c¢ —c=bcosa—c
Por el teorema de Pitdgoras tenemos que:
a> = h? +
= (bsen a)® + (b cos a — c)?

= b + ¢ — 2bccos a
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4.6. Resolucion de triangulos

Para el lado b hacemos lo mismo:
sen(m — fB) = sen f = = h =asenf

cos(m — ) = — cos = = (¢ = —acos

2|8 o>

(1 =¢c+¢c = ¢ =c¢c—acosf
Por el teorema de Pitdgoras tenemos que:
V¥ = ht+
= (asen 8)? + (¢ — a cos B)*

= a®>+ 2 —2accos B

Y para el lado ¢ trazamos la altura h'.

n ,
seny = — = h' = asenvy
a
by
cosy = — = by = acosvy
a

b=0, +by = by =0b—acosy
Por el teorema de Pitdgoras tenemos que:
& = (W) + B
= (asen~)? + (b — a cos 7)?
= a®> + b — 2bccos vy

De este modo demostramos que el teorema del coseno vale para triangulos obtu-
sangulos.

= Tridngulo rectangulo: Esta demostracion es mas simple porque en este caso
S = m/2 por lo que cos f = 0.

8 ]

Entonces, por el teorema de Pitagoras tenemos que:
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B = a? 4 2
Pero como cos f = 0 resulta entonces que —2ac cos 8 = 0. Por lo tanto,

¥ =a?>+ & — 2accos f

Ahora, para hallar la segunda igualdad, despejamos a? de la expresién b? =
a? + ¢ y sumamos y restamos ¢ en el segundo miembro:

a2 = B2 2
= P -+ -
= 0+ 2 -2
De la figura tenemos que:
c
cosazB:c:bcosoz

Luego podemos escribir que:

? =c.c= cbcos

Reemplazamos esto en la expresién de a? y obtenemos que:

a? = b+ -2
= b+ — 2bc cos a

Para hallar la dltima igualdad, hacemos el mismo procedimiento que hicimos para

a?, pero ahora teniendo en cuenta que cos v = 7 = a = b cos 7. Entonces,

2 o= 2 g2
= b —a® +a® - a?
= b+ a®> - 2d°

= a®> +b> — 2abcos vy

Finalmente, demostramos que el teorema del coseno se cumple para cualquier an-
gulo. Notar que podemos pensar al teorema de Pitagoras como un caso particular del
teorema del coseno.

4.6.3. Angulos interiores de un triangulo

Geométricamente se puede demostrar, utilizando el teorema de Thales*, que los
angulos interiores de un tridngulo cualquiera suman 180°.

4E] teorema de Thales dice que cuando dos rectas secantes son cortadas por varias rectas paralelas,
los segmentos que se forman en una de las secantes son proporcionales a los que se forman en la
otra. El grupo musical llamado Les Luthiers hizo una cancién con el enunciado y la demostracion del
teorema, que lo pueden ver en aqui (http://www.youtube.com/watch?v=DsIhlm7B-xQ).
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4.6. Resolucion de triangulos

o+ B+ 7 = 180° (4.24)

4.6.4. Resolucién de triangulos

Como dijimos al comienzo de esta seccion, la idea de resolver tridngulos es poder
determinar los lados y los angulos interiores conociendo algunos datos del triangulo en
cuestion.

Para poder resolver completamente un tridngulo se necesitan conocer, al menos,
tres de sus elementos. De modo que tendremos 5 casos diferentes, pero sélo existen 4
casos diferentes para los cudles 1 lado siempre serda conocido y por lo tanto podremos
resolver el problema.

= Se conocen los tres dngulos:

En el caso de que no se conozca ninguno de los lados, no se podra resolver el
problema debido a que existen infinitos tridngulos semejantes.
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» Se conocen los tres lados:

Supongamos que conocemos las longitudes de los lados a, b y ¢ de un tridngulo y
queremos hallar sus angulos interiores. Para resolver el problema vamos a utilizar
el teorema del coseno.

a’ = b 4+ —2bccosa = COS&ZM
2bc

a’> + & — b?
2ac
a+pf+vy=180° = y=180°—a — f

V¥ =a? +c% —2accos B = cos B =

Asi encontramos los tres angulos que buscabamos:

b+ 2 — a?

a = arccos | ——
2bc

a? + % — b?

p = arccos | ————
2ac

v = 180° —a —

En este caso, como los dngulos interiores a un triangulo son menores que 180°, si
el coseno es positivo pertenecen al primer cuadrante, mientras que si es negativo
pertenecen al segundo. Si la suma de dos de los dngulos interiores es mayor a
180°, no existe el triangulo.

» Se conocen un lado y dos dngulos:

Supongamos que conocemos la longitud del lado b y la amplitud de los angulos
a v v de un tridngulo y queremos hallar sus elementos restantes. Para resolver el
problema vamos a utilizar el teorema del seno.

166



4.6. Resolucion de triangulos

a4+ pf+v=180° = [ =180° —a — v

sen « sen [ sen o
= — a=20»
a b sen [
sen sen sen
v s . Y
c b sen (3

Asi encontramos los dos lados y el angulo que buscdbamos:

g = 180° — a — v
sen o

sen (3
sen ~y

sen [3

= Se conocen dos lados y el angulo comprendido:

Supongamos que conocemos las longitudes de los lados a y b, y la amplitud del
angulo v de un tridngulo y queremos hallar sus elementos restantes. Para resolver
el problema vamos a utilizar el teorema del coseno.

2 =a?>+ b —2abcosy = c = +a? + b2 — 2abcos v

b+ 2 — a?
2bc

at+ B4y =180° — B =180° —a — ~

a? = b + % —2bccosa = cosa =
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Asi encontramos el lado y los angulos que buscabamos:

¢ = va*+ b — 2abcosy
62—1—02—&2)
2bc
B = 180° —a — vy

a = arccos(

En este caso se omite el doble signo cuando despejamos ¢, dado que debe ser
positivo por tratarse de una longitud.

= Se conocen dos lados y un dngulo no comprendido:

Supongamos que conocemos las longitudes de los lados a y b, y la amplitud del
angulo a de un triangulo y queremos hallar sus elementos restantes. Para resolver
el problema vamos a utilizar el teorema del seno y del coseno.

sen «  sen 3

= —> sen = — sen «
a b a

En este caso, como sen 5 > 0 tenemos dos soluciones: s € Iy 1 = 1 — [y €
II. Por lo tanto tendremos dos tridngulos posibles, uno para cuando 5 € II:

a+ 0B+ 7 =180° = v =180° — a — (4
2 =a®>+ b —2abcosy, = ¢ = a2+ b2 — 2abcosy
Y otro para cuando 3 € I:
a+ By + 7 = 180° = v = 180° — a — [
2 =a®>+ b —2abcosyva = ¢y = az + b2 — 2ab cos Yy

Este es el tinico caso en el que tenemos dos soluciones.
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4.6. Resolucion de triangulos

b

B = m— By Bell B2 = arcsen < sen a) ; Prel
a

Y1 = 1800 - o — 61

cr = a* + b — 2abcosy

Y2 = 180° —a — B
co = Va* + b — 2abcos

Ejemplo: Problema de Eratéstenes

Eratostenes nacié en Cyrene (Actualmente Libia) en el anio 276 a. C. Fue astrénomo,
historiador, gedgrafo, filésofo, poeta, critico teatral, matematico y también gran amigo
de Arquimedes. Estudié en Alejandria y Atenas. Alrededor del ano 255 a. C fue el
tercer director de la Biblioteca de Alejandria. Trabajé con problemas de matematicas,
como la duplicacion del cubo y niimeros primos. Escribié muchos libros de los cuales
solo se tienen noticias por referencias bibliograficas de otros autores.

Se considera que Eratostenes fue el primero en medir, con un método cientifico, la
longitud de circunferencia de la Tierra. Para ello utilizo la trigonometria.

Estudiando los papiros de la biblioteca, encontré un escrito que le llamé la atencion:
“en Siena (hoy Asuédn, en Egipto) el dia del solsticio de verano los objetos no proyectan
sombra alguna y la luz del sol alumbra el fondo de los pozos” De aqui él dedujo que la
ciudad estaba situada justamente sobre la linea del trépico (el trépico de Cancer) y su
latitud era igual a la de la ecliptica® que ya conocia. Eratéstenes, suponiendo que Siena
y Alejandria tenian la misma longitud (realmente distan 3°) y que el sol se encontraba
tan alejado de la Tierra que sus rayos podian suponerse paralelos, observé que en
Alejandria el mismo dia del solsticio de verano al mediodia los objetos si proyectaban
sombra. Este resultado fue muy importante para la época, ya que demostraba que
la Tierra era esférica®. Midiendo la longitud de dicha sombra encontré que la ciudad

5Se llama ecliptica al plano que contiene al sol y a la Tierra. El Ecuador tiene una inclinacién de
23° 27" con respecto a la Ecliptica.

6S6lo dos personas que vivieron antes de Eratéstenes habian sugerido la idea de esfericidad de la
Tierra. El primero fue Pitdgoras, pero su idea se basaba en que la esfera era la figura geométrica
perfecta y por lo tanto la Tierra, para ser perfecta, debia ser esférica. El segundo fue Aristoteles,
su conclusién se basaba en dos cuestiones: la primera era que los viajeros que viajaban hacia el sur
veian las constelaciones de ese hemisferio subir su posicién en el horizonte. Eso sélo es posible si dicho
horizonte se encuentra formando un dangulo con respecto al horizonte de alguien ubicado maés al norte.
Por lo tanto, la forma de la Tierra no podia ser plana. La segunda era que el borde de la sombra de
la Tierra en la Luna durante la fase parcial de un eclipse lunar siempre es circular, sin importar cuan
alta esté la Luna sobre el horizonte. La tnica figura geométrica cuya sombra proyectada en cualquier
direccion es circular, es la esfera.
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distaba 1/50 parte de la circunferencia, es decir, 7° 12" de Alejandria.

Posteriormente, midio la distancia entre ambas ciudades. Existen distintas versiones
sobre como fue que midié esta distancia. Algunos dicen que contraté un regimiento de
soldados que diera pasos de tamano uniforme y los contara. Otros afirman que utilizé la
distancia estimada por las caravanas que comerciaban entre ambas ciudades. También
hay quienes creen que pudo obtener el dato en la propia Biblioteca de Alejandria.

Lz solar

teliptica
Ecuador

|- Siena

2= dlejandria

Fijando la distancia entre las ciudades en 5.000 estadios, pudo calcular la circunfe-
rencia de la Tierra resultando de 250.000 estadios, de modo que a cada grado equivale,
aproximadamente, a 700 estadios’ .

Si suponemos que Eratostenes uso el estadio equivalente a 185 m, resulta que la
longitud de circunferencia de la Tierra es de 46250 km. Sin embargo, si suponemos uti-
liz6 el estadio egipcio (equivalente a 300 codos de 52,4 cm), la circunferencia calculada
es de 39300 km.

El radio ecuatorial terrestre es de 6371 km, por lo tanto, la longitud de circunferencia
sobre el Ecuador es igual a 40030 km. Esto significa que los calculos de Eratdstenes
fueron muy exactos considerando que los hizo hace mas de 2200 afios.

4.7. Resolucién de problemas

Problema 1: Calcular:

3 —
sen(z + ) cos(3r — z) + sec ?(—x) + csc X7 — z) =

sen(mr — x) cos(mw + x)

Para resolver este problema debemos utilizar las relaciones fundamentales y sus
corolarios (funciones trigonométricas del 4ngulo opuesto, del angulo doble y del dngulo
mitad).

Analicemos factor por factor.

"Haciendo clic aqui podras ver un video donde se cuenta, esta historia.
(http://www.youtube.com/watch?v=H5kRZdsX7p4)
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sen(z + m)

sen(z + )

sen(m — x)

sen(m — x)

cos(3m — x)

cos(3m — x)

cos(m + x)

cos(m + x)

sec ?(— )

sec

csc 3 (m — x)

csc 3 (m — 1)

cos
cos
cos
(—1) cos(x) + 0 sen(x)
— cos(x)

[\
—~

(3
(2
(m

—z) =

sen(x) cos(m) + cos(x) sen(m)
sen(z) (—1) + cos(x)0

— sen(x)

sen(r) cos(z) — cos(m) sen(z)

0 cos(x) — (—1) sen(x)

sen(x)

m) cos(x) + sen(37) sen(z)

T + m) cos(z) + sen(27w + ) sen(x)
) cos(z) + sen(w) sen(x)

cos(m) cos(x) — sen(w) sen(x)
(—=1) cos(x) — 0 sen(x)
— cos(x)

[sec(— )]

- Los<1_ x>]2

= [cos(— )]’

= [cos(2))”

= cos?(z)
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Ahora juntamos todos los resultados y resolvemos:

sen(z + ) cos(3m — x)

20 Y _
sen(r — z) cos(x + 2) + sec™?(—x) + cscH(m — x)

- Sen(x) — COS(.’L’) C082 X sen2 x) =
~ sen(x) — cos(x) i ot .
_ —sen{T] —cos({x)

ser{T] —ces(z)

=-1.1+1=
=0

+ cos?(z) + sen®(x) =

Problema 2: Claudio y Daniel estdn a 53 metros uno de otro. Claudio, desde su
posicion, ve un cofre pirata, e inmediatamente mide el dngulo que el mismo forma con
la posicion de Daniel, resultando de 37°. Daniel, al advertirlo, mide enseguida el 4ngulo
que forma el cofre con Claudio, resultando de 44°. Calcular quién de los dos se halla
mas cerca del cofre.

En estos problemas hay dos puntos importantes a tener en cuenta: uno es hacer el
grafico de la situacién correctamente, y el otro es su resolucion.

En el grafico vamos a llamar C' a la posicién de Claudio, D a la posicion de Daniel
y ¢ a la posicion del cofre. Queda claro que éstos seran los vértices del triangulo.

Luego hay que reconocer los angulos que corresponden a los datos del problema.
Uno es el angulo que mide Claudio, que es el angulo que el cofre forma con Daniel.
Esto quiere decir que el vértice del angulo sera Claudio.

El otro angulo es el medido por Daniel, por lo tanto serd el angulo cuyo vértice es
D.

Para poder saber quién estd mas cerca del cofre hay que calcular las longitudes
de los segmentos C'c y Dc. A estas distancias las llamaremos z e y respectivamente.
Finalmente, nuestro esquema del problema es el siguiente:

D

44°

Y 53m

ﬁ o
c 37 C

T

Ahora para resolver el problema, primero vamos hallar la amplitud de angulo restan-
te, que llamaremos 3. Esto lo hacemos utilizando el hecho de que los angulos interiores
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suman 180°.
g+ 37° + 44° = 180°
g = 180° — 37° — 44°
g = 99°
Luego, para determinar los valores de x e y vamos a usar el teorema del seno. Primero
busquemos x.

sen 3 sen 44°
53m T
44°
r = b3m Sen
sen [
sen 44°
= 53
o m sen 99°
Tz ~ 37.28m

Ahora hacemos el mismo procedimiento para halla el valor de .

sen f sen 37°
53m Y
y - 53m sen 37
sen [
sen 37°
= 53

y o sen 99°

y ~ 32.29m

Finalmente, encontramos que el que estd mas cerca del cofre es Daniel ya que
se encuentra a una distancia de aproximadamente 32.29 m, mientras que Claudio se
encuentra a una distancia de ~ 37.28 m.

173






Practica 4

Funciones

1. Para los siguientes pares de conjuntos, realizar el producto cartesiano.

a) A={a, b, ¢, d}y B={x,y, z}
b) C = {rojo, amarillo, azul} y D = {blanco, negro}

2. Analizar las siguientes tablas e identificar las que corresponden a funciones.

o EmB B|»
o = o T
®» o T o0
Ugnw—~ oY
=~ w N o~ T
- o ot o

(a) (b) ()

3. Determinar cudles de las siguientes aplicaciones son funciones. Justificar la res-
puesta.

a) Sean los conjuntos

A={-2-1,0, 1, 2},

B={-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7, 8}

y la aplicaciéon R = {(h,k)/h € A, k € B, “hesmultiplode k”}
b) Sean los conjuntos

A=1{-2-1,0,1,2}y

B=1{-3 -2 -1,0,1,2 3}

y la aplicacién G = {(z,y)/x € A,y € B, y = —x}
¢) Sean los conjuntos

C={-1,0,1,2,3}y

E={4,3,21,0, -1}

y la aplicacion H = {(z,y)/x € C,y € E, y = z}.

4. Determinar cudles de las siguientes curvas corresponden a funciones justificando
tu respuesta.
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5. Determinar el dominio de las siguientes funciones.

a) Alz) =22 — 4
w — 2
w? — 4

c) Clg) =v4 — ¢

6. Determinar el dominio, el codominio y la imagen de las siguientes funciones.

b) B(w) =

2 {f:]R—HR
fz) = |z|
f:7Z—R

) {f(z):2—z
g:7—{2} > Z

g g(y)=y2_4

y—2

7. Analizar si los siguientes pares de funciones son iguales justificando tu respuesta.
y* =9

y+3

b) C(z) = vz T 2y D(z) = /(= + 27

¢) H(w) = [w]*y J(w) = w?

a) Aly) =y — 3y Bly) =
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8. Sean el polinomio de grado cero P(z) = ax® y la funcién constante f(z) = a,
donde a es un numero real. Graficar en un sistema de ejes cartesianos ambas
funciones. ;Son estas dos funciones iguales? ;Cual es el dominio en cada uno de
los casos?

Trigonometria
1. Escribir verdadero (V) o falso (F) segin corresponda.
a) 15°24' = 924
b) 16295 = 162°5

5
¢) ;7 = 225°

2. Completar el siguiente cuadro. Cuando sea posible, expresar los angulos en ra-
dianes en funcién de 7:

Sistema horario | Sistema sexagesimal | Sistema circular
g
12h
3h
20°
1
210°
60°
4830m508
3.5

3. Completar con V (verdadero) o F (falso) segin corresponda. Justificar.

a) Si el coseno de un dngulo es negativo, el d&ngulo pertenece al tercer o cuarto
cuadrante.

b) Si el coseno de un angulo es negativo y el seno del mismo angulo es positivo,
el angulo pertenece al segundo cuadrante.

¢) Si la tangente de un dngulo es positiva, se puede asegurar que dicho dngulo
pertenece al primer cuadrante.

d) Si un angulo pertenece al tercer cuadrante, el seno de dicho dngulo es posi-
tivo.

e) Si el seno de un angulo es positivo y la tangente es positiva, el angulo
pertenece al primer cuadrante.

4. Dibujar en cada una de las circunferencias trigonométricas los segmentos que
representan al sen «, cos o y tan a. Sugerencia: recordar que el valor de las
funciones trigonométricas dependen del dngulo y no del tamafno del triangulo
considerado.
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0

5. Completar la siguiente tabla.

S|
S
ey
oy
Wit
3
IN[dV]
3
ot
3
3
[N BN
3
> |t
3
IS
3
\
3
|
3
ENEN
3
wlut
3

27

sen T

COs T

tan

CSC T

sec T

cot x

A estos angulos se les conoce con exactitud el valor de sus funciones trigonomé-
tricas. Esto quiere decir que en la resolucién de problemas los podemos tomar
como datos conocidos.

6. Hallar el seno, el coseno y la tangente del dngulo /3, en funcién de las funciones
trigonométricas del angulo « € I cuadrante, sabiendo que:

a) 'y f son angulos complementarios.

b) «y [ son angulos suplementarios.
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7. Calcular el valor de las restantes funciones trigonométricas, sin hallar el angulo
x, teniendo en cuenta los siguientes datos:

a) senxziyxel

b) tan x = —/3yxell
3
c) cos x = \é_yxEIV
8. Marcar con una cruz la opcién correcta. Justificar.

a) Si f(z) = sen? (;r - a:), entonces f(m/3) es igual a:

Dﬁ D—é Dl Dl
2 2 4 2

b) Si f(z) = —2 tan(—m — z), entonces f(—n/6) es igual a:

D—2\:/3§ D2\f D_f 0 —+/3

c) Si f(z) = tan (;T — :17), entonces f(—m/3) es igual a:

0 -3 D? 0V3 D—\f

9. Simplificar la expresion mediante la aplicacién de una féormula de angulo doble o
semiangulo segiin corresponda:

a) sen(18°)2 cos(18°) =

1 — cos(4 )

p) — Y

sen(4 «)

¢) —sen?(58) + cos*(58) =

9) 1 - C2OS(85) _

10. Determinar cudales de las siguientes expresiones son identidades trigonométricas.

cos? @« = 1 — sen? «

sen o + cos o = tan «

sena = 1 — csc «

1

)
)
¢) tan av. cot @ = 1
)
) cos a = (sec a)”
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f) sen o + cos @ = 1

11. Demostrar, utilizando las relaciones fundamentales, las siguientes identidades:

tan a + tan 3
1 — tan(«) tan(p)

¢) |secd| = v/1+ tan?6

d) 1 —senf = (sen/2 — cos/2)?

1 + cos a 1 + cos «
—— 4+ tanag = ————
sen « sen a. cos «
1
) i + tan? 8 = sec? 3

o5 (1 — sen?p5)

12. Simplificar las siguientes expresiones, utilizando las propiedades adecuadas.

™

a) cos(—x) sen (2 - x) — sen(m + x) cos (;T — x) =

) cos(m — x) cos(m + x) _

2 tan (W — x)
2

¢) tan(—z) cos(m + z) (cscx) ™' + sen?(7 + x) + 2 cos?(—x) =

13. Utilizando las férmulas del seno y el coseno para la adicién y sustraccion y la

tabla dada en la reduccién al primer cuadrante, calcular en forma exacta (sin
hacer la cuenta en la calculadora):

a) sen(75°)

b) cos (17;)
c) tan(15°)

d) csc (— 51;T>
e) sec <172 7T)

14. Encontrar el valor de los dngulos pertenecientes al intervalo [0, 27) que satisfacen
las siguientes condiciones:

a) tan(y) =1

b) sen(e) = v/3 cos(e)
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c) arccos1 =10

d) sen(d) =

) cos(8) =

S-S

f) arcsen0 = x
15. Plantear y resolver cada uno de los siguientes problemas.

a) (Cuél es el dngulo de elevacion del sol cuando un maéstil de 24 m proyecta
una sombra de 16 m?

b) ;Cudl es la altura de una antena si una persona que se encuentra a 250 m
de su base, observa la punta bajo un angulo de 22°7

¢) Un barrilete se encuentra a 40 m de altura y su cuerda tiene una longitud
de 80 m. ;Cual es el angulo que forma la cuerda con el piso?

d) Un arbol estd situado en la orilla de un rio. El extremo superior del arbol,
desde un cierto punto ubicado en la otra orilla del rio, determina un angulo
de elevacion de 17°. Si a 25 m de dicho punto y en direccién al arbol, el
angulo es de 35°, jcudl es la altura del mismo?

e) Tres pueblos X, Wy Z, estan unidos por carreteras rectas. La distancia entre
Xy W es de 15 km.; a los pueblos W y Z los separan 7 Km. El dngulo que
forman las carreteras que unen X con W y X con Z es de 22°.; Qué distancia
hay entre X y Z7?

f) En una plazoleta de forma triangular, los lados miden 60 m, 75 m y 50 m
., Qué angulos se forman en las esquinas de las mismas?

g) Un helicoptero viaja de una ciudad a otra, distantes entre si 40 Km. En un
determinado momento, los angulos que forman las visuales, desde el helicép-
tero, hacia las ciudades con la horizontal son de 14° y 26°, respectivamente.
., Qué distancia hay en ese momento entre el helicoptero y las ciudades?

h) Maria estd mirando por la ventana cémo llega su hijo de la escuela. Cuando
estd parado en el cordon de la vereda de enfrente, lo ve con un angulo de
40° respecto a la vertical, y cuando llega al cordon de la vereda de su casa,
lo ve con un angulo de 28°. Si el ancho de la calle es de 15 m, ;a qué altura
esta la ventana?

Para seguir practicando

1. Completar el siguiente cuadro. Cuando sea posible, expresar los angulos en ra-
dianes en funcién de m:

181



Practica 4

Sistema horario | Sistema sexagesimal | Sistema circular
270°
2
§ s
1 s
840
1440°
3
150°
21"

2. Escribir verdadero (V) o falso (F) segtin corresponda.

a) 120° = 3
1

B — 1 = 10°

TN

3. Demostrar, utilizando las relaciones fundamentales, las siguientes identidades:

tan a — tan (8

a,) taIl(Oé - B) = 1 + tan(a) tan(ﬁ)
1
b) sec(2e) = 1 _9cosle
1 + tan _
T etp ~ 7

sen(x + y) — sen(z — y)
cos(x + y) + cos(x — y)

d)

= tan y

4. Simplificar las siguientes expresiones, utilizando las propiedades adecuadas.

) sen(m + x) — 2 sen(—x)
4 cos(m + x) + cos(2m — )

b) sen®(r + x) — cos® (;T — 93) =

) cos(m+y)  sen(2y)
sen(m/2 —y) sen(4m + y)

tan(—y) arccos(—1) +sen(—y + ) =

5. Plantear y resolver cada uno de los siguientes problemas.
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a) (Cuél es el area de un pentdgono regular de 40 cm de perimetro?
b) {Cuél es el area de un rombo de 4 ecm. de lado y un dngulo interior de 67°7

¢) Claudio observa un arbol desde la orilla opuesta de un rio, mide el dngulo
que forma su visual con el punto més alto del arbol y obtiene 43°; retrocede

10 m y mide un nuevo angulo, obteniendo un resultado de 35°.;Qué altura
tiene el arbol?
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d) Desde un acantilado se ve un barco. El angulo que forman la visual y la
vertical es de 37°. Cuando el barco se aleja 200 m méas desde el acantilado,
se ve con un angulo de 52°.; Cual es la altura del acantilado y a qué distancia
se encontraba el barco del acantilado originalmente?

6. Problema de Eratdstenes

Para poder realizar el calculo de Eratostenes tomando dos punto cualesquiera del
mundo, lo que hay que tener en cuenta es que ambos puntos deben tener la
misma longitud.

Entonces, vamos a suponer que tomamos dos postes de longitud L y los ubicamos
en dos puntos diferentes, separados por una distancia d, sobre la superficie de la
Tierra de modo que ambos estén sobre el mismo meridiano. Luego a la misma
hora se miden las longitudes de sus sombras, siendo la sombra de uno de los postes
de longitud s y la otra de longitud s’. Siguiendo el razonamiento de Eratostenes
calcule la longitud del radio terrestre (expresado en funciéon de los datos del
problema). Sugerencia: Primero relea y comprenda bien el ejemplo dado en la
Teoria sobre el calculo realizado por Eratostenes. Luego, tenga en cuenta que los
triangulos formados por el poste, su sombra y el rayo de sol son rectangulos.

Y2 /
/ Rayos sélares
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Funcion lineal

Una funcién lineal es aquella que esta vinculada mateméticamente con un polinomio
de grado 1, y se define como:

flx)=ax+10b (4.25)

{f:IR—>IR

Donde a y b son ntmeros reales constantes (a es el coeficiente principal y b el término
independiente). El grafico de este tipo de funciones es siempre una recta.

La notacion tradicional para la funcién lineal es tomar la x como variable indepen-
diente e y = f(z) como variable dependiente. Siguiendo esta notacién diremos que:

(126)

Es la forma explicita de la ecuacién de la recta. Todos los pares de valores (x,y)
que satisfagan esta relacion representan graficamente los puntos de la recta, o sea, son
los pares ordenados que pertenecen a la grafica de la recta.

Ahora vamos a ver algunas definiciones asociadas a la expresion de la recta f(x) =
ar +b=y.

Ordenada al origen: es el punto de intersecciéon entre la recta y el eje de las
ordenadas, es decir, el punto perteneciente a la recta cuya primera coordenada
es igual a 0. La coordenada y de este punto seré:

y = f(0)
y=a0+0b
y==>

Luego, la ordenada al origen es b.

Raiz o cero: es el punto de interseccion entre la recta y el eje de las abscisas.

Es decir que la coordenada y de este punto debe ser igual a cero. Para hallar la
coordenada x de este punto hacemos lo siguiente:

y = 0
ar+b = 0
b
r = ——
a

Luego, la raiz es © = —b/a.
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Pendiente: La pendiente es una magnitud que da idea de la inclinacién de la recta

con respecto al eje positivo de la abscisas. Llamaremos inclinaciéon al angulo
a que forma la recta con el eje positivo de las abscisas. Este angulo
se mide en sentido contrario a las agujas del reloj, desde el eje positivo de las
abscisas (o alguna semirrecta paralela) hasta la recta, por lo tanto 0 < o < 7.
La pendiente sera la tangente de la inclinacién, tan («).

Para encontrar el valor de la pendiente vamos a tomar dos puntos cualesquiera
pertenecientes a la recta, por simplicidad vamos a tomar los puntos (o, yo) (que
representa a un punto cualquiera perteneciente a la recta) y la raiz (—b/a,0).

/
f(X) /
/
/
T — ./
0 /
/
/
/
/
/
bl/
/
/
/
/
/
/
/
/
//
= Arttg (a)
ﬁ\ﬂ s} X
//6/6 X,
/
/ |

De este modo conseguimos un triangulo rectangulo cuyos vértices son los puntos

<_b/a’ O)’ (x070) y (:L‘ano)'

De acuerdo a la figura anterior, la longitud del cateto adyacente a « es igual a
xo + b/a, mientras que la longitud del cateto opuesto es igual a yq.

Luego, la tangente de la inclinacién es igual a:

tan(a) _ Yo _ Yo _ a Yo
zo+bla  (azg+Db) o

Asi resulta que la pendiente de la recta y = ax+b es igual a a = tan ().

El signo de la pendiente nos da mucha informacién sobre la recta:
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a>0=tan(a) >0=0<a <} a<0=tan(a) <0=J <a<m

y y

a=0=tan(a) =0= a =
06 a=m.

En este caso la expresion funcional de la La
recta es y = b (funcién constante). recta es paralela al eje de las ordenadas y

Notemos que, si bien la grafica de la su expresion es x = xg, donde xg es un

funcién constante corresponde a nimero real constante. Notemos que en
una recta, no es una funcion lineal este caso la relacién x = x¢ no es funcién.

debido a que el grado del polinomio no es
igual a 1.

Rectas paralelas y perpendiculares

Ahora vamos a ver qué relacién existe entre las expresiones de dos rectas que son
paralelas, y entre las expresiones de dos rectas perpendiculares.
Vamos a considerar dos rectas y; = a1 x + by e Y3 = as x + bs.

Rectas paralelas: Para que dos rectas sean paralelas, sus inclinaciones
deben ser iguales, esto es a; = .

Ahora, si a3 = an, resulta que sus tangentes también deben ser iguales, tan(a;) =
tan(aw), por lo tanto obtenemos que las pendientes de las dos rectas son
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iguales, a; = as.

)
! X

U1 ||y2<:>a1:a2

Rectas perpendiculares: Para que dos rectas sean perpendiculares sus
inclinaciones deben ser tales que as = a; + 7/2.

Aplicamos la tangente en ambos miembros:

tan(az) = tan(ay +7/2)
sin(ay + 7/2)
cos(ay +7/2)

cos(ay)

—sin(ay)
_ 1
tan (o)

De aqui resulta que:

Finalmente,

‘ylj_y2<:>a1a2:—1‘

Distintas expresiones de la funcién lineal

Una recta queda definida por su pendiente y su ordenada al origen. Por lo tanto,
para hallar su expresion funcional es necesario determinar estos dos valores.

Como vimos en el Modulo 3, para encontrar el valor de dos incégnitas se necesitan
dos ecuaciones distintas que las relacione.
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» Conociendo la pendiente (o la inclinacién), a (6 a), y un punto, (o, yo),
perteneciente a la recta.

Tomemos un punto cualquiera (z,y) que pertenezca a la recta.

Luego la funcién de la recta queda definida de la siguiente manera:

a = tan(a) = v % (4.27)
r — X

Si queremos encontrar la forma explicita de la recta hacemos lo siguiente:

a(r—xo) =y — Yo
ar—aXo+Y =Y
———

=b
ar+b=y

» Conociendo dos puntos, (x1,y1) ¥ (2,Y2), que pertenecen a ella.

Nuevamente tomamos un punto cualquiera sobre la recta.

p SR

=

Ahora tenemos que:

tan(a) = 2 tan(a) =

To — I r — I
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Luego, la expresion de la recta sera:

Y2 — 1 :y—?/l

(4.28)
To — X1 r — T

Si queremos hallar la forma explicita hacemos:

Y2 — 1
(fﬂ—ﬁl) = Y-
Ty — 1
Y2 — W1 Y2 — Y1
T — 1+ =y
To — I To — I1
=a =b

ar+b =y

Es importante notar que las expresiones 4.26, 4.27 y 4.28 son equivalentes. Esto
quiere decir que podemos expresar la funcién de una misma recta de 3 formas dis-
tintas. Sin embargo, la pendiente y la ordenada al origen sélo se pueden identificar
directamente en la expresion explicita de la recta; expresion 4.26.

Algunos ejemplos de graficas de otras funciones

Funcion constante F 4
f: R—=R
fla) =1 1
g : R — R -4 -3 -2 -1 . 0 1 2 3 4 5 6 7 sx
g(x)=-15 *
g
fly)
Funcion cuadratica
f:R->R \ :
f) =y —1 \
\
\ C 0 y
-1 0 1 2
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Raiz cuadrada

{f: R*U0 — R
f(w) =vw

=
CQ[\D)—‘g/

© = |8

Funcién polinémica

y: R—R Y
y(z) = 23 — 322 + 22 °
x| y(x)
—9 24 e %
—1 6
0 0 1
12| 1
1 0 18
3/2 | —3/8
2 0 24
3 6
Funcion logaritmica log(x)
2
f: Rt =R
f(z) =logz
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Funcién exponencial

g: R—R"
g(x) = e
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