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CAPITULO 1

ECUACIONES ALGEBRAICAS

Decimos que una igualdad son dos expresiones vinculadas por el signo
igual, aqui a cada expresion se la llama miembro, el primer miembro
corresponde a la expresion que esta a la izquierda del signo igual y el segundo
miembro es la expresion que esté a la derecha.

Una igualdad que se verifica para cualquier conjunto de valores de las
variables es una identidad. Por ejemplo

a = a
(a+0)? = a®+ 2ab+ b
2 = 2

Son tres identidades porque la igualdad vale simpre.

Una igualdad que se verifica para ciertos valores de las variables es una
ecuacion. Los valores que satisfacen la ecuacién se llaman raices de la
ecuacion. Dos ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas raices.

Para resolvar una ecuacion hay que operar miembro a miembro para de-
spejar la o las variables. Operar miembro a miembro garantiza que la
nueva ecuacion es una igualdad pero NO GARANTIZA QUE SEA
EQUIVALENTE. Por ejemplo

r =2 =—>2esraiz

elevando al cuadrado en ambos miembros (manteniendo la igualdad) obten-
emos una nueva ecuacion

P =4=2y — 2 son raices



CAPITULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS
1.1. ECUACIONES LINEALES

como las raices son distintas las ecuaciones no son equivalentes. Este hecho
hay que tenerlo muy presente a la hora de resolver ecuaciones.

1.1. Ecuaciones lineales

Las ecuaciones lineales son polinomios de grado 1 igualados a cero, es
decir que la méxima potencia de la variable debe ser igual a la unidad.

ar+b=0 (1.1)

Este tipo de ecuaciones tiene una tunica solucién. Para despejar la variable
primero se resta b en ambos miembros y luego se divide, en ambos miembros,
por a:

ar+b—bb = 0-0

azx —b
a a
—b

xr _— _—
a

En este caso no hace falta aclarar que a es distinto de cero, porque si a =0
no tendriamos un polinomio de grado 1 igualado a cero.

1.1.1. Pérdida de raices:

Una ecuacion puede resolverse de diferentes formas. Sin embargo, hay
veces que segin el camino elegido se puede obtener un resultado equivocado
cuando no se opera cuidadosamente. Veamos esto con un ejemplo: tomemos
la ecuacion lineal

3r+3=4(x+1)

y vamos a resolverla de dos maneras diferentes:

Caso 1:
3z+3 = 4(z+1)
3(z+1) = 4(x+1)
3(x+1) 4 (z-+1)
3

= 4 = 3P solucién
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1.1. ECUACIONES LINEALES

Caso 2:
3z+3 = 4(z+1)
3x+3 = 4z +4
3—4 = 4z—-3zx
—1 = x =— dsolucién

., Cual es la solucion correcta? ;Donde esta el error? En realidad, las dos
resoluciones son posibles pero se llega a distintos resultados porque el caso
1 estd incompleto. Lo que sucede es que para poder simplificar el factor
(x + 1) hay que aclarar que la simplificacion es posible siempre y cuando
(x 4+ 1) # 0, ya que simplificar es equivalente a dividir por (z + 1) en ambos
miembros, pero poder hacer esto hay que garantizar que no se esta dividiendo
por cero. Entonces, la primera resolucion tendria que hacerse de la siguiente
manera:

Caso 1:

30+3 = 4(
3(z+1) = 4(x+1)

Aqui hay que separar en dos casos:

Caso la: si (z + 1) # 0 entonces podemos simplificar
3(x4+1) = 4d(x+1)
3 = 4 = 3F solucién

Caso 1b: si (z + 1) = 0 entonces © = —1. Probemos si el valor x = —1
satisface la ecuacion 3z + 3 = 4 (z + 1). Para esto hay que reemplazar a x
por su valor correspondiente y ver si obtenemos una igualdad.

3.(-1)4+3 = 4(=1+1)

-34+3 =0
0 = 0 = dsolucién
Luego, como x = —1 satisface la ecuacion tenemos que -1 es raiz. De este

modo conseguimos, a través del caso 1 y el caso 2, obtener la misma solucion.

Ejercicios
Resuleve las siguientes ecuaciones

Lk(k—1)+(k—1)=5k+k
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1.1. ECUACIONES LINEALES

2. (x + 3)? = z(xz + 3)

3. w2 + V2w = (w — V2) (w + V?2)

1.1.2. Ecuaciones lineales que involucran médulo

Cuando tenemos una ecuacién lineal donde alguna de la o las incongnitas
forman parte del argumento de un valor absoluto, para hallar la solucién hay
que utilizar la definicién del médulo para poder despejar la incognita. Por
ejemplo, supongamos que queremos encontrar los valores de z tales que

lz+ 1| =2

Para poder despejar z de la ecuacion tenemos que sacar las barras del
modulo, para poder hacerlo vamos a utilizar la definiciéon de valor absoluto.
La defincion dada en el capitulo Numeros Reales es la siguiente:

T six >0
|z = .
—x siz <0
Ahora apliquemos la definicién a nuestro caso:
siz+1>0=|z+1]=2+1
siz+1<0=|z+1]=—(2+1)
De modo que para resolver nuestra ecuacion lineal tenemos que separar en

dos casos, uno caso sera cuando z+1 > 0y el otro cuando z+1 < 0. Entonces

Caso 1:siz+1>0=|z+ 1| = z+ 1. Reemplazando el valor del médulo
en la ecuacién obtenemos que

lz+1] = 2
z+1 = 2
z = 2-—1
z =1

Ahora, el valor z = 1 sera solucion de la ecuacién simpre y cuando tam-
bién se cumpla que z+1 > 0 para z = 1 (porque esta fue la condicion con la
que pudimos sacar la barras de médulo). Como z+1 =2 > 0 cuando z = 1,
resulta que z = 1 es raiz.



CAPITULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS
1.2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Caso 2:si z+1 < 0= |z+ 1] = —(2 + 1). Reemplazando el valor del
modulo en la ecuacion obtenemos que
lz+1 = 2
—(z+1) = 2
—z—1 = 2
—-1-2 = =z
-3 = z
Nuevamente, antes de apresurarse a decir que z = —3 es raiz hay que asegu-
rarse que este valor zatisfaga que z 4+ 1 < 0. Entonces, para z = —3, resulta

que z+ 1= -3+ 1= -2 < 0. Ahora si podemos decir que z = —3 es raiz.
Finalmente tenemos dos valores de z que satisfacen la ecuacion |z+1| = 2,
estos valores son z =1y z = —3.

Ejercicios
Resuleve las siguientes ecuaciones
1. |x — 5] =8
2. 5h = |3 — h|

1.2. Sistemas de ecuaciones lineales

. Qué pasa si una ecuacion lineal tiene dos incognitas?. Supongamos que
tenemos la ecuacion

2r—p==6

Lo tinico que se puede hacer en una situacién como esta es escribir una
variables en funcion de la otra, es decir despejar alguna de las variables, por
ejemplo, despejemos p (porque es mas facil que despejar r, pero si ustedes
quieren, pueden despejar 7). Entonces, nos quedaria que

p=2r—=6

.Y cuél es la solucion de la ecuacion?. Esta ecuacion no tienen solucion
inica, por el contrario, tiene infinitas soluciones que seran todos los pares de
valores de r y p que satisfagan la ecuacién, como por ejemplo

Para poder encontar un tnico valor de » y uno de p necesitamos otra
ecuacion que relacione las dos incognitas y que no sea equivalente a la ante-
rior. De este modo la segunda ecuacion también tendra infinitas soluciones,
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T | p
0|6
1 | -4
4 |2

1/2] 5

pero si existe algiin par de valores que esta en los dos conjuntos de soluciones,
tendremos una soluciéon que satisface las dos ecuaciones simultaneamente. Por
ejemplo, tomemos como nueva ecuacién 2r — 3p = 2 y despejemos nueva-
mente la variable p:

2r—=3p = 2
2r—2 = 3p
2r—2
3 = P
Algunas de las infinitas soluciones de esta ecuacion son
r P
0 |-2/3
1 0
4 2
1/2|-1/3

Las ecuaciones 2r —p = 6 y 2r — 3p = 2 no son equivalentes porque
sus conjuntos solucién no son iguales, sin embargo los valores r =4y p = 2
satisfacen ambas ecuaciones. Entonces se dice que el sistema de ecuaciones

2r—p==6
2r—3p=2
tiene solucion tnicay esr =4y p = 2.

De acuerdo a la cantidad de soluciones que tenga el sistema se clasifican
en:

Sistema compatible: Se dice que un sistema de ecuaciones es compatible
cuando tiene solucion.
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Sistema compatible determinado: Se dice que un sistema de ecuacuiones
es determinado cuando tiene soluciéon tinica. Este caso se da cuando se
tiene la misma cantidad de ecuaciones que de incognitas, y ademas, las
ecuaciones no son equivalentes. Por ejemplo el sistema anterior

2r—p==6
2r—3p=2
Sistema compatible indeterminado: Se dice que un sistema de ecuacuiones
es indeterminado cuando tiene infinitas soluciones. Este caso se da

cuando se tienen menos ecuaciones que incognitas, o cuando las ecua-
ciones son equivalentes. Por ejemplo el sistema

2r+7p=-10
—14r —49p =170

Sistema incompatible: Se dice que un sistema de ecuacuiones es incom-
patible cuando no tiene soluciéon. Por ejemplo el sistema

2r+7p=-10
2r+7p=3

1.2.1. Meétodos de resolucion
Para resolver un sistema de ecuaciénes existen distintos métodos:
s Sustitucién
» [gualaciéon

» Reduccion por sumas y/o restas

Aqui s6lo nos centraremos en el método por sustitucion, los otros métodos
estan descritos en la lectura adicional Resoluciéon de sistemas de ecuaciones.
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Resolucion de un sistema de ecuaciones por sustitucion

La idea del método es despejar una variable de una de las ecuaciones
del sistema y reemplazar la expresion encontrada en otra de las ecuaciones.
En el caso de tener un sistema con mas de dos incognitas, este proceso hay
que repetirlo hasta que consigamos una expresion en funciéon de una de las
incognitas. De esta expresion podemos despejar la primera incognita. Luego,
reemplazamos el valor encontrado en las expresiones anteriores para ir en-
contrardo los valores de todas las incognitas.

Para ejemplificar este método resolveremos los tres sistemas planteados
anteriormente (compatible determinado, compatible indeterminado e incom-
patible):

Ejemplo 1: Sistema compatible determinado
2r—p==6
2r—3p=2

De la primera ecuaciéon despejamos p

2r—p==6
2r—6=p

y esta expresion la reemplazamos en la segunda ecuaciéon

2r—=3p = 2
2r—302r—6) = 2
2r — 671+ 18 2
—4r+18 = 2

Asi conseguimos una expresion en funcién de una sola incognita. De aqui
podemos despejar r

—4r+18 = 2
2—18 —16
= _— = — = 4
: R —
Para terminar de resolver el sistema reemplazamos el valor hallado para r en
la expresién encontrada para p

p=2r—6=2.4—6=2

De este modo vemos que el sistema tiene como solucion el par de valores
r=4yp=2.
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Ejemplo 2: Sistema compatible indeterminado
2r+7p=-10
—14r —49p =70
Despejamos r de la segunda ecuacion
—14r—-49p = 70
1
0+49p 7(10+7p) 10 7

2 2
Ahora reemplazamos esto en la primera ecuacioén

T —=

2r+7p = —-10
10 7
2| —— — = = —1
( 5 2p)+7p 0
SR =
0 =0

Como llegamos a una identidad (una igualdad que se cumple para cualquier
valor de p), resulta que existen infinitos valores de p y de r que satisfacen el
sistema.

Ejemplo 3: Sistema incompatible

2r+7p=-10
2r+7p=3

Despejamos p de la primera ecuacion

2r+7p = -10
—10—2r 10 2
oy - = = _7’-
b 7 7T
y reemplazamos en la segunda ecuaciéon
2r+7p = 3
10 2
2 Tl-= - = = 3
ot (-7

27r—10—-27 = 3
—10 = 3 ES ABSURDO

Como llegamos a un absurso resulta que no existe ningtin valor para r ni
ningin valor para p que satisfaga el sistema.
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Ejercicios

Resuelve los siguientes sistemas y clasificalos

a+b—c=1 r+2y —z=1
3c —4a —b= -1 v —y+2z2=1
8a + 3b—6c =0 doe +y+ 2 =2

1.3. Ecuaciones cuadraticas

Las ecuaciones cuadréticas son polinomios de segundo grado igualados a
cero (obviamente el coeficiente principal debe ser distinto de cero)

ar’ +br+c=0 (1.2)

donde a, b y ¢ son ntimeros reales.

Como bien nos han ensenado en la escuela, este tipo de ecuaciones se
resuelve utilizando que: “equis es igual a menos be més menos la raiz de be
cuadrado menos cuatro por a por ce todo dividido dos por a”. Este recitado
que uno aprende de memoria en algiin momento de la vida tiene nombre y
se puede demostrar. Lo que vamos a hacer a continuaciéon es demostrar la
férmula de Bhaskara.

Lo que queremos demostrar es que las soluciones de una ecuaciéon de la
forma,

ar’?+br+c=0

son dos y cumplen que

b+ Vb —4ac
T2 =
2a
Demostracion de la formula de Bhaskara
Lo que vamos a hacer es ir operando para poder llevar la ecuacion a 22 +
bx + ¢ =0 alaforma

(1.3)

(algo .z + ALGO)? = otra cosa

ya que de aqui es bastante simple despejar x.
Entonces, lo primero que vamos a hacer es multiplicar la ecuaciéon por a

10
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alar’?+br+c) = a.0
a2’ +abxr+ac = 0

Ahora multiplicamos y dividimos por 2 en el segundo término del primer
miembro (de este modo seguimos manteniendo la igualdad porque estamos
multiplicando el segundo término por uno)

5 9, 2

a*x +§(abaz)+ac =0
a2x2+2a§x+ac = 0
a2x2+2a§x = —ac
bZ

sumamos — en ambos miembros y reorganizamos utilizando la propiedad

distributiva de la potenciacion con respecto al producto y la propiedad con-
mutativa del producto

b b? b?
2 .2 2a — — —
a‘xr” + a2x+4 ac+4

(ax)*+2(ax) (g)+(g)2 = %—ac

En esta tltima expresion podemos ver que el primer miembro es igual al
cuadrado de un binomio (es un trinomio cuadrado perfecto)

(az)® +2(ax) (g) . (2)2: (ax+ 3)2

Entonces, tenemos que
b\>
ar+ - | = — —ac
(ar+3) = 5

Esta tltima expresion ya tiene la forma a la que queriamos llegar

(algo .z + ALGO )? = otra cosa

Ahora lo que falta es despejar . Para esto debemos aplicar raiz cuadrada en

ambos miembros
b\? b2
(a x -+ 5) = Z —ac

De acuerdo con la definicion de modulo resulta que

11



CAPITULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS
1.3. ECUACIONES CUADRATICAS

b b?
ax+§:j: 7 —oc

En el segundo miembro podemos sacar i como factor comin' y luego restar

g en ambos miembros. Utilizando la propiedad distributiva de la radicaciéon

obtenemos que

b 1

ax+§ = + Z(b2—4ac)
b 1

ax+§ = i\/gx/b2—4ac
b 1

ax+§ = i§\/b2—4ac

1 b
ar = iix/b2—4ac ~ 3

Finalmente dividimos por a en ambos miembros, sacamos factor comtn % en
el numerador y reordenamos el segundo miembro, asi llegamos a la expresion
que estabamos buscando

1 b
Zta \/b2—4(lC— 5

(—bj: Vb2 —4ac)

N[

a
—b+ Vb2 —-4dac
2a

Asi demostramos que las dos soluciones buscadas se pueden expresar co-
mo funcion de los coeficientes del polinomio.

Una consecuencia importante de la expresion encontrada para las solu-
ciones es que para que sean nimeros reales, el argumento de la raiz debe ser
igual o mayor que cero. Por esta razon a este argumento se lo llama dis-
criminante y es el que determina la naturaleza de las raices (si son niimeros
reales 0 no). Entonces

IRecuerden que el factor comin se llama a la propiedad distribituva del producto con
respecto a la suma a (b+ ¢) = ab+ ac pero leida de derecha a izquierda. Por lo tanto uno

puede sacar como “factor comin”a un factor que no es comun si se lo piensa como una
2

distribucion. En este caso 1 (b —4ac) = 4 ~ac

12
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» Sib?—4ac>0= Vb>—4ac > 0y por lo tanto, tendremos dos
raices reales y distintas.

—b+ Vb2 —-4dac

xr1 =
2a
—b— Vb —4dac
To =
2a

En este caso se cumplen las relaciones entre las raices (que fueron de-
mostradas en el capitulo Polinomios)

—b
T1+ Ty = P

c
1T = —
a

» Sib?P—4ac=0= Vb2 —4ac =0y por lo tanto, tendremos dos
raices reales e iguales.

—biO_—_b
20 2a

Tl = To =

n Sib?—4dac < 0= H/b2 —4ac en reales y por lo tanto, no ten-
dremos raices reales.

De este analisis se puede ver que para conocer la naturaleza de las raices
no es necesario resolver la ecuacion.

Ejercicios

Calcule los valores de k para los cuales las siguientes funciones tienen dos
raices reales iguales y escriban su férmula.

1. f(x) = 22 + 2kx + k
2. f(x) = =k + 2>+ (k — Dx

Casos especiales

Por lo que vimos anteriormente sabemos que las soluciones a cualquier
ecuacion cuadrética se pueden encontrar utilizando la ffomula de Bhaskara
(ecuacion 1.3). Sin embargo hay algunas situaciones en que la ecuacion puede
resolverse de otra manera (que en general suele ser mas sencilla).

13
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» Coeficiente lineal nulo (b = 0)

ax’+c = 0
—c

2 = —
a

—C

Vi = ) —
a

—C

r = +4/—

a

En este caso la ecuacion tendra solucines reales si a y ¢ tienen signos
opuestos.

» Coeficiente independiente nulo (¢ = 0)

[en}

ax’+br =
r(ar+0b) =

[en}

Para que un producto se anule es necesario que se anule alguno de los
factores. Entonces

r(arx+b)=0=2=006 ar+b=0

En este caso las soluciones siempre son reales y distintas: z; = 0 y
g = —b/a.

» Coeficiente independiente nulo y coeficiente lineal nulo (b = ¢ = 0)

ar? = 0
2 _
¢ = 0
.1 =Xy = 0

1.3.1. Ecuaciones bicuadraticas

Se llaman bicuadréaticas a las ecuaciones de la forma

ar* +bx®+c=0 (1.4)

Si bien, son polinomios de grado 4 igualados a cero, se pueden resolver uti-
lizando la féormula de Bhaskara. Por esto se las conoce como ecuaciones
bicuadraticas.

14
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Sin embargo, la formula de Bhaskara so6lo se puede utilizar para resolver
ecuaciones cuadraticas. Por lo tanto tenemos que hacer un cambio de variable
para poder llevar la ecuacion 1.4 a una de segundo grado.

La idea del cambio de variable es bastantate simple: se define una nueva
variable que esté en funcion de la variable original. En este caso la variable
nueva que vamos a definir sera

y =’

Escribiendo la ecuaciéon bicuadratica en funcion de nuestra nueva variable y
obtenemos una ecuaciéon cuadratica
ar* + b te=a (@) +b(@*)te=ay* +by+c=0

Por lo tanto, la ecuacién que ahora debemos resolver es

ay* +by+c=0

Las soluciones de esta tultima ecuaciéon son

b+ Vb2 —4ac

2a
—b—+b?—4dac
Yz =
2a

Luego, para hallar los valores de = que satisfacen la ecuacion 1.4 vamos a
utilizar la relacion entre las variables

y = o

x:j:\/g

Pero como tenemos dos expresiones para y tendremos 4 valores para x

J_/¢b+¢¥_ﬂﬁ

J_ % b— Vb —4dac
_f \/b+\/m

- V —b— VB2 —4dac

Estas son las 4 soluciones de la ecuacion blcuadratlca.

15
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Ejercicios
Resuelve las siguientes ecuaciones
Lyt —1=0

1 1 1 6
2. §x4+2+x3—3x2:2x2—§x4+1x3—2+§x3

1.3.2. Sistemas de ecuaciones cuadraticas

Este tipo de sistemas de ecuaciones se trabajan de manera similar a la
descrita para los sistemas de ecuaciones lineales. Por ejemplo, tomemos el

sistema
2+ 492 =1
222 — 2 =0
Si lo resolvemos por el método de sustitucion, podemos despejar y de la

segunda ecuacion

222 —y> = 0
y2 — 21,2

y = +vV222 =421

Ahora reemplazamos 3y = 2 2% en la primera ecuacion

2 +4y? = 1
?+4.22° = 1
> +82% = 1
922 = 1

1 1

T = I\ = ==E=

9 3

Entonces las soluciones al sistema seran

1
rT = =

3

yl:ﬂ'l'zﬁ
I

e

Ys = \f’——': n
—V2 ’—g'z—gzm

To = —=

16



CAPITULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS
1.3. ECUACIONES CUADRATICAS

Es decir, los puntos ( )y (=3, —g) satisfacen el sis-

tema.

1
37

También puede haber sistemas de ecuaciones mixtos, por ejemplo

922 +4y% =1
20—y =0
Para resolverlo despejamos y
20—y = 0
y = 2z

y reemplazamos en la otra ecuaciéon

922 +49y? = 1
922 +4(2z)* = 1
9z +162% = 1
2522 = 1

r = =£ i:il

25 5)

finalmente, el valor de y seré

Asi, las soluciones son (

Ejercicios

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones
y— 22 =4 y — 2 = 22
4o +y =20 Yy =3z — 2
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CAPITULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS
1.4. ECUACIONES RACIONALES

Las ecuaciones polinémicas de grado mayor a 2 (excepto las bicuadrati-
cas), no tienen un método determinado para su resolucion. De ser posible,
hay que factorizar el polinomio, asi obtenemos un producto de polinomios de
menor grado igualado a cero. Asi las soluciones se ecuantran anulando cada
factor.

Si el polinomio no es factorizable, las raices se encuentran con métodos
de aproximacion.

1.4. Ecuaciones racionales

Las ecuaciones algebraicas son aquellas que involucran divisiones de poli-
nomios, es decir que son de la forma

P(x)
Q(x)
donde P(z)y Q(x) son dos polinomios (y Q(z) debe ser distinto del poinomio
nulo). En este tipo de ecuaciones, las soluciones seran aquellas que anulen

a P(x) y no anulen a Q(z). Los valores que anulen a Q(z) NO SERAN
SOLUCION.

~0 (1.6)

1.4.1. Raices esptireas

Las raices espureas son “raices falsas”. En general, en este tipo de ecua-
ciones, son valores que anulan simultineamente al numerador y al denomi-
nador.

Ejemplo:

2 —1
=0

r—1
Para que una divisiéon se anule, es necesario que se anule el numerador,
por lo tanto tendremos que

2—-1 =0
r = =41

Aqui es donde hay que tener cuidado porque si uno decide que las soluciones
a la ecuacion son los valores x = 1 y x = —1 va a cometer un grave error.
Veamos cudles de estos valores satisfacen, realmente, la ecuacion
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CAPITULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS
1.4. ECUACIONES RACIONALES

2
r—1 1-1
r—1 1-1 7
2
x—1 1—-1 0
Siz=-1 = = =5=0
x—1 —-1-1 2
De aqui vemos que el valor z = 1 es una raiz espurea porque no puede ser
solucion ya que anula al denominador. Mientras que x = —1 es solucion.

Por esto es importante definir el conjunto de validez de la ecuacion,
esto es indicar para qué valores esta definida la expresion dada. Es este caso
seran los valores que no anulen al denominador. Entonces, la forma correcta
de resolver la ecuacion anterior seria la siguiente:

2
—1
‘ = 0 conz#1
rz—1
22—-1 =0
r = =1
Pero como x # 1, resulta que x = —1 es la solucion de la ecuacion.

1.4.2. Pérdida de raices

En el caso anterior vimos que, de acuerdo al método elegido para resolver
la ecuacion, pueden aparecer raices espureas, pero también puede suceder
que se pierdan raices. Por ejemplo, resolvamos la siguiente ecuacion

(e*+3x) (¢ +2x) 8x+24
72— 4 27 —4
La manera intuitiva de resolverla seria simplificando todos los factores que
sean posibles

(> +3x) (2 +2x) 8z +24
x?—4 2x —4
rleA3 e T+2) XM
T fy
2 = 4
r = £2

Sin embargo r = 2 y x = —2 son raices esptreas porque anulan los denom-
inadores. Por lo tanto, siguiendo este camino la ecuacién no tiene solucion.
Pero esto no es cierto ya que x = —3 satisface la ecuacion. Para resolver

19



CAPITULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS
1.5. ECUACIONES NO ALGEBRAICAS

este dilema nunca hay que perder de vista que simplificar es dividir, y para
dividir hay que asegurarse que el divisor sea distinto de cero. Este hecho es lo
que indica que la resolucion anterior estd incompleta. Veamos como seria
la resoluciéon correcta

(e*+3z) (x> +2x) 8z +24
x2—4  2x—4
4
v(z+3Yate+2)  Flz+3)
A2 f
2 = 4
r = +2

conx # 2, x # —2

siz # —3

xr = 12 esta fuera del conjunto de validez, por lo que no son soluciéon. Pero
ahora hay que ver qué pasa con x = —3 porque es un valor que excluimos por
el método que elegimos para resolver la ecuacion pero pertenece al conjunto
de validez. Entonces si x = —3

[(=3)* +3(=3)][(=3)* +2(=3)]  8(=3)+24
(—3)2 -4 - 2(=3)—4
0 = 0
Por lo tanto z = —3 es la solucion de la ecuacion.

Ejercicios
Resuelva las siguientes ecuaciones

. x — 2 +19x_—4x2—|—3x—9
a2 — 3z 2 2 — 3z

5 3xr — 3 r — 1 _5x+2‘1
“\22 - 22 4+ 1 x+2) 10z +4 2=z

1.5. Ecuaciones no algebraicas

En este tipo de ecuaciones la incognita forma parte del argumento de algu-
na funcién no algebraica, como por ejemplo raices, logaritmos, exponenciales
o funciones trigonométricas. Algunos ejemplos se pueden ver en la lectura
adicional Ecuaciones no algebraicas.
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CAPITULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS
1.6. RESOLUCION DE PROBLEMAS

1.6. Resolucion de Problemas

Problema 1:

La mitad de la suma de un nimero y 2 es igual al triple de dicho ntimero
mas 8/5. Calcilalo.

Lo primero que hay que hacer para resolver este tipo de problemas es
asegurarse de haber entendido bien el enunciado. Una vez que entendimos qué
es lo que hay que hacer, tenemos que pasar escribir el problema al lenguaje
matematico, es decir, escribir las ecuaciones que representaten la situacion
que se plantea.

En este caso debemos encontrar un namero, que lo llamaremos z (para
no perder la originalidad). Entonces, desmenucemos el enunciado para poder
ir escribiendo la ecuacion:

La mitad de la suma de un nimero y 2 triple de dicho nimero més 8/5
1 8
- x + 2 = 3z + =
2 L,_Z ~~ 5

suma de un nimero y 2 triple de dicho nimero

Ahora para encontrar el nimero hay que resolver la ecuacién.

1 8
5(1’4‘2)—31""5
1 8
53:—3:6—5—1
-5 3
ot T 5
3 2 6
T 5357 "5

6

De este modo, el ntimero buscado es el —¢.

Problema 2:

La edad de un padre es el doble de la suma de las edades de sus dos
hijos, mientras que hace unos anos (exactamente la diferencia de las edades
actuales de los hijos), la edad del padre era el triple de la suma de las edades,
en aquel tiempo, de sus hijos. Cuando pasen tantos anos como la suma de
las edades actuales de los hijos, la suma de edades de las tres personas sera
150 anos. ;Qué edad tenia el padre en el momento de nacer sus hijos?
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CAPITULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS
1.6. RESOLUCION DE PROBLEMAS

Si, estoy de acuerdo, este problema es un trabalenguas. Pero si leemos
cuidadosamente el enunciado, vamos a poder resolverlo.

El problema habla de la edades de tres personas: un padre y sus dos hijos.
En este tipo de problemas, lo que suele ser mas comodo es que las incognitas
sean las edades actuales. Siguiendo esta idea, llamaremos P, H, y H, a las
edades actuales del padre y de sus dos hijos, respectivamente. Implicitamente
sabemos que la edad del padre es mayor que la de sus hijos y, en principio,
los hijos no son gemelos ni mellizos, por lo que uno sera mayor que el otro.
Por lo tanto P > H; > H,. Es muy importante definir las incégnitas
antes de plantear las ecuaciones, porque las ecuaciones pueden variar
dependiendo de las incégnitas elegidas.

Ahora, para ir planteando las ecuaciones del problema vamos a y ir ana-
lizando el enunciado. Entonces

» “La edad de un padre es el doble de la suma de las edades de sus dos
hijos...”

De acuerdo a nuestras variables, esta ecuaciéon es bastante sencilla de
plantear.

P = 2(H, + H) (1.7)

» “...hace unos anos (exactamente la diferencia de las edades actuales de
los hijos), la edad del padre era el triple de la suma de las edades, en
aquel tiempo, de sus hijos.”

Esta parte se complica un poco. Veamos. “...la diferencia de las edades
actuales de los hijos..” no es otra cosa que H; — H,. Ahora “...hace
unos anos ... la edad del padre era ...” la edad actual menos la cantidad
de afos que pasaron desde “...aquel tiempo...”, esto es, P — (Hy — Hs).

Por otro lado sabemos que el tiempo pasa de la misma manera para
todos (a menos que alguien haya descubeirto el secreto de la juventud
eterna), por lo tanto las edades de los hijos “...en aquel tiempo...” eran
H, — (Hy — Hy) y Hy — (H, — H;), respectivamente.

Retomemos la frase completa: “...hace unos anos (exactamente la difer-
encia de las edades actuales de los hijos), la edad del padre era el triple
de la suma de las edades, en aquel tiempo, de sus hijos.”. Por lo tanto,
la ecuacion que le corresponde sera la siguiente
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CAPITULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS
1.6. RESOLUCION DE PROBLEMAS

P — (Hy — Hy) = 3{[H — (H1 — H2)| + [H2 — (H1 — H2)]}
Sacando los paréntesis la ecuacion se reduce a

s “Cuando pasen tantos anos como la suma de las edades actuales de los
hijos, la suma de edades de las tres personas serd 150 anos.”

Esta parte es parecida a la anterior. “...tantos anos como la suma de las
edades actuales de los hijos” es igual a Hy + H,. Como esta cantidad
de anos pasa para todos, en ese momento las edades que tendran seran:
P + (Hl + HQ), H1 + (H1 + Hg) y H2 + (H1 + HQ) para el padre
y sus dos hijos, respectivamente. Entonces, si en ese momento la suma
de las tres edades es igual a 150 anos, la relaciéon que tendremos es

[P+ (H1 + Ho)| + [Hi + (Hi + Ho)] + [Hy + (H1 + Hy)] = 150

Sumando los términos semejantes resulta que

P+ 4H, + 4H, = 150 (1.9)

De este modo, para hallar las edades de las tres personas hay que resolver
el sistema formado por las ecuaciones 1.7, 1.8 y 1.9

P — 2(H1 + Hg)
P — H, + Hy, = 3(3H, — Hy)
P+ 4H, + 4H, = 150

Para hallar el valor de P reemplazamos la ecuacion 1.7 en la 1.9

P+4H +4H, = 150

P+2.2(H + Hy) = 150
P+2P = 150
3P = 150
150
P = — =50
3
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CAPITULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS
1.6. RESOLUCION DE PROBLEMAS

De la primera ecuacion tenemos que H; = % P — H,. Reemplazando esto
y que P = 50 en la ecuacién 1.8 encontramos el valor de H,

P—H + H, = 3(3H, — Hy)
P—H1 —|—3H1 - 9H2 —H2
P - 8H2—2H1

1

P+ P = 8Hy +2H,
2P = 10H,

1

Finalmente como P = 50 y Hy = 10, resulta que

1 1
H = -P— H,= =50 —10 = 15
17 9 279

Hemos encontrado las edades actuales de las tres personas: el padre tiene
50 anos, el hijo mayor tiene 15 anos y el menor tiene 10 anos. Sin embargo
esta no es la respuesta al problema, por que lo que se pregunta es “; Qué
edad tenia el padre en el momento de nacer sus hijos?”. Entonces, cuando
nacié el primer hijo, el padre tenia P — H; = 35 anos, mientras que cuando
nacio el segundo tenfa P — Hy = 40 anos.
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CAPITULO 2

PRACTICA 5

1. Halla, cuando sea posible, los valores de la incognita que verifiquen las

siguientes igualdades justificando tu respuesta

by -2 — 2 - o) = =
b7 -5+ =72
¢) 032 = 02 — 0,1z (—16) = \/I,69 + 0,5
d) (@ =3)(*+1) = (z - 1)°
e) |2z + 4] =2
f) 22 + 1] =3
g) 1Ba| = |z — 1
h) 62> =5z +1=0
i) 2(1 — k) + (k — 1)2 =2k
6 9
)~ -~ —1=0
‘l)m m2
1 2 2 -5
k pu—
_)t—1+t+1 2 — 1
) hr—4 g
~ A2 4+10—-T7Th h—2
) y? y+2 2

=R Ta T P2y 2ty
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CAPITULO 2. PRACTICA 5

n)2x+1:1+x+3

- x4+ 3 r—1

La+4 a—4 (207

E)a—4_a+4_aQ—16
—1+7% =27 2

0) =

= —(1 —1?) r+1

p) #* — 22% = 4 + 2?

q) 2(a* — 1) = 3d?

2. Determina la naturaleza de las raices sin resolver la ecuacion

a) (1 -22%) =2
b) 922 — 62 — 17 = 0
¢)9=4w(l — w)

d) 17y* =0

3. Resuelve los siguientes sistemas, en los que se pueda también resuélvelos

de forma grafica y clasificalos

Q(x—y):ery

2

r—y =1
—5x + 5y =0

2(x —3y) =5 —3(2y — 1)
)

Y r + 2y

z = 1

2 4 +
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CAPITULO 2. PRACTICA 5

@
—

w=3z+1

w—7=—22 422

b— a? =
f)
4a +b =0

v —y+z=3

g) —z4+2x=2—y
52 —H =9y —x

m+ 2n = 2p

n—1=m+p
h) 2m — 1 =p —n

4. Plantea y resuelve los siguientes problemas.

a)

b)

Hallen los niimeros reales que verifiquen que el doble de su cuadra-
do mas la mitad de su triple es igual a 0.

Si el cuadrado de un ntmero es igual al opuesto de ese mismo
numero, ;de qué ntimeros hablamos?

El cuadruplo de la diferencia entre un niimero y 1, menos la mitad
de la suma entre dicho nimero y tres es -2,7. Calculalo.
..Cudl es el nimero tal que su mitad mas su tercera parte es -0,057

El perimetro de un rectangulo es el triple de su base y la base
mide 3 m méas que la altura. ;Cudl es la medida de la base y la
altura?

Encuentra dos ntimeros sabiendo que su promedio es doce y su
diferencia ocho. En una heladera hay 22 latas de gaseosa, unas
de 1/3 1t, y otras de 1/5 1t. En total contienen 6 litros. ;Cuéantas
latas de cada capacidad hay?
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g)

| =
N

| =
~—

[—
~—

B

=
N

|
N

(=)
~—

Si en una fraccion desconocida se suma 2 al numerador, el valor
de la fraccion queda igual a 1/2. Por el contrario, si se suma 1 al
denominador, queda 1/3. Halla la fraccion.

De un terreno rectangular de 340m de contorno, el municipio ha
expropiado una banda de 15m de ancho en el frente. En compen-
sacion, ha cedido al terreno otra banda de 10m de ancho en un
lateral. Con todo, el terreno cuenta ahora con 200m? menos de
superficie que antes. ;Cuales eran sus dimensiones originales?

Hallen las dimensiones de un rectdngulo sabiendo que su altura es
3 cm mayor que su base y que su superficie es 70 cm?.

Se tienen dos cortes de tela. La longitud de uno de ellos es 8 metros
menor que la del otro. Si se multiplican las longitudes de ambos
cortes, el resultado es de 20 m?2. ; Cual es la longitud del corte mas
largo?

Un alumno realiza un examen tipo “test” que consta de 20 pregun-
tas. Cada acierto supone 0,5 puntos y por cada respuesta errada o
no respondida se restan 0,25 puntos. Calcula el nimero de aciertos
si obtuvo al final 7 puntos.

Un comerciante mezcla café de Colombia con café de Brasil para
obtener una calidad intermedia. Si los mezcla en proporciones 2
a 3 (por cada 2 kg. de Colombia se anaden 3 kg. de Brasil), la
mezcla resulta a 35,40 $/kg, mientras que con la proporcion 2 a
1, el precio seria 25,00 $/Kg. ;Cudl es elprecio del kilogramo de
cada clase de café?

El 40 % de los estudiantes de 1° A son varones, y la cuarta parte
de los de 1° B son mujeres. En total son 33 chicos y 25 chicas.
;,Cuantos alumnos tiene cada grupo?

Los lados de un rectangulo son dos niimeros consecutivos. Hallar
la longitud de ambos lados si la superficie del rectangulo es igual
a2 m?.

Un comerciante compra un corte de tela de 60 m a $300. Vende
una cierta parte a $6 el metro, y el resto a $10 el metro. Si la
ganancia fue de $100, ;cuanto mide cada una de las partes?

En un grupo de 69 estrellas las hay de tres clases: las B, las A
y las F. Calcular el nimero de estrellas tipo B sabiendo que las
estrellas F son el doble que las de tipo A, y que las B son una
menos que la mitad de las de tipo A.
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CAPITULO 2. PRACTICA 5

p) Las medidas en centimetros de la hipotenusa y el cateto mayor de
un tridngulo rectangulo son nimeros naturales consecutivos. Al
cateto menor le faltan 7 cm para igualar al mayor. ; Cuanto miden
los tres lados?

Segun datos provistos por la Union Astronomica Internacional, el
numero de satélites naturales del planeta Jupiter supera en uno a
los de Saturno y Urano sumados. Calcular el nimero de satélites
de cada planeta sabiendo, ademaés, que la suma de los satélites
de Saturno mas el duplo de los de Urano es igual al nimero de
satélites de Jupiter mas 20, y que Saturno tiene nueve satélites
mas que Urano.

S

r) Hace 16 afos, Erika tenfa 2/3 de la edad que tenia Damién. Por
otra parte, hace 43 anos, Damian tenia el triple de la edad de
Monica. Si dentro de 8 anos la edad de Erika sera la que actual-
mente tiene Moénica, hallar la edad de los tres.

s) Entre Batman, Superman y Flash han ahorrado $100. Como Bat-
man necesita reparar su batimovil, Superman le presta $20, quedan-
do en ese momento ambos con el mismo dinero. Flash, por su
parte, gasta $10 en botas nuevas, quedandose con un monto igual
a la mitad del dinero original que tenian Batman y Superman jun-
tos. Calcular la cantidad de dinero que cada superhéroe tenia al
comienzo.

t) Si Harry le prestara su libro de Pociones a Ron, ambos tendrian la
misma cantidad de libros. Por otra parte, Hermione tiene un libro
mas que los de Harry y Ron juntos. Hallar la cantidad de libros
que tiene cada uno, sabiendo que el total de libros que tienen entre
los tres es 13.

=
N

La edad de Agustina es un quinto de la edad de Nadia. Las edades
de ambas, sumadas, dan la edad de Margot. Hace cinco anos, la
edad de Nadia era nueve veces mas grande que la de Agustina.
Hallar la edad actual de las tres.
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