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CAPÍTULO 1 ECUACIONES ALGEBRAICAS
De
imos que una igualdad son dos expresiones vin
uladas por el signoigual, aquí a 
ada expresión se la llama miembro, el primer miembro
orresponde a la expresión que está a la izquierda del signo igual y el segundomiembro es la expresión que está a la dere
ha.Una igualdad que se veri�
a para 
ualquier 
onjunto de valores de lasvariables es una identidad. Por ejemplo

a = a
(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

2 = 2Son tres identidades porque la igualdad vale simpre.Una igualdad que se veri�
a para 
iertos valores de las variables es unae
ua
ión. Los valores que satisfa
en la e
ua
ión se llaman raí
es de lae
ua
ión. Dos e
ua
iones son equivalentes 
uando tienen las mismas raí
es.Para resolvar una e
ua
ión hay que operar miembro a miembro para de-spejar la o las variables. Operar miembro a miembro garantiza que lanueva e
ua
ión es una igualdad pero NO GARANTIZA QUE SEAEQUIVALENTE. Por ejemplo
x = 2 =⇒ 2 es ráizelevando al 
uadrado en ambos miembros (manteniendo la igualdad) obten-emos una nueva e
ua
ión

x2 = 4 =⇒ 2 y − 2 son ráices 1



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.1. ECUACIONES LINEALES
omo las raí
es son distintas las e
ua
iones no son equivalentes. Este he
hohay que tenerlo muy presente a la hora de resolver e
ua
iones.1.1. E
ua
iones linealesLas e
ua
iones lineales son polinomios de grado 1 igualados a 
ero, esde
ir que la máxima poten
ia de la variable debe ser igual a la unidad.
a x+ b = 0 (1.1)Este tipo de e
ua
iones tiene una úni
a solu
ión. Para despejar la variableprimero se resta b en ambos miembros y luego se divide, en ambos miembros,por a:

a x+ b− b = 0− b
a x

a
=

−b

a

x =
−b

aEn este 
aso no ha
e falta a
larar que a es distinto de 
ero, porque si a = 0no tendríamos un polinomio de grado 1 igualado a 
ero.1.1.1. Pérdida de raí
es:Una e
ua
ión puede resolverse de diferentes formas. Sin embargo, hayve
es que según el 
amino elegido se puede obtener un resultado equivo
ado
uando no se opera 
uidadosamente. Veamos esto 
on un ejemplo: tomemosla e
ua
ión lineal
3 x+ 3 = 4 (x+ 1)y vamos a resolverla de dos maneras diferentes:Caso 1:

3 x+ 3 = 4 (x+ 1)
3 (x+ 1) = 4 (x+ 1)
3����(x+ 1) = 4����(x+ 1)

3 = 4 =⇒ ∄ solución

2



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.1. ECUACIONES LINEALESCaso 2:
3 x+ 3 = 4 (x+ 1)
3 x+ 3 = 4 x+ 4
3− 4 = 4 x− 3 x
−1 = x =⇒ ∃ solución¾Cuál es la solu
ión 
orre
ta? ¾Dónde está el error? En realidad, las dosresolu
iones son posibles pero se llega a distintos resultados porque el 
aso1 está in
ompleto. Lo que su
ede es que para poder simpli�
ar el fa
tor

(x + 1) hay que a
larar que la simpli�
a
ión es posible siempre y 
uando
(x+ 1) 6= 0, ya que simpli�
ar es equivalente a dividir por (x+ 1) en ambosmiembros, pero poder ha
er esto hay que garantizar que no se está dividiendopor 
ero. Enton
es, la primera resolu
ión tendría que ha
erse de la siguientemanera:Caso 1:

3 x+ 3 = 4 (x+ 1)
3 (x+ 1) = 4 (x+ 1)Aquí hay que separar en dos 
asos:Caso 1a: si (x+ 1) 6= 0 enton
es podemos simpli�
ar

3����(x+ 1) = 4����(x+ 1)
3 = 4 =⇒ ∄ soluciónCaso 1b: si (x + 1) = 0 enton
es x = −1. Probemos si el valor x = −1satisfa
e la e
ua
ión 3 x + 3 = 4 (x + 1). Para esto hay que reemplazar a xpor su valor 
orrespondiente y ver si obtenemos una igualdad.

3 . (−1) + 3 = 4 (−1 + 1)
−3 + 3 = 0

0 = 0 =⇒ ∃ soluciónLuego, 
omo x = −1 satisfa
e la e
ua
ión tenemos que -1 es raíz. De estemodo 
onseguimos, a través del 
aso 1 y el 
aso 2, obtener la misma solu
ión.Ejer
i
iosResuleve las siguientes e
ua
iones1. k (k − 1) + (k − 1) = 5 k + k 3



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.1. ECUACIONES LINEALES2. (x + 3)2 = x (x + 3)3. w2 +
√
2w = (w −

√
2) (w +

√
2)1.1.2. E
ua
iones lineales que involu
ran móduloCuando tenemos una e
ua
ión lineal donde alguna de la o las in
óngnitasforman parte del argumento de un valor absoluto, para hallar la solu
ión hayque utilizar la de�ni
ión del módulo para poder despejar la in
ógnita. Porejemplo, supongamos que queremos en
ontrar los valores de z tales que

|z + 1| = 2Para poder despejar z de la e
ua
ión tenemos que sa
ar las barras delmódulo, para poder ha
erlo vamos a utilizar la de�ni
ión de valor absoluto.La de�n
ión dada en el 
apítulo Números Reales es la siguiente:
|x| =

{

x si x ≥ 0

−x si x < 0Ahora apliquemos la de�ni
ión a nuestro 
aso:
si z + 1 ≥ 0 =⇒ |z + 1| = z + 1
si z + 1 < 0 =⇒ |z + 1| = −(z + 1)De modo que para resolver nuestra e
ua
ión lineal tenemos que separar endos 
asos, uno 
aso será 
uando z+1 ≥ 0 y el otro 
uando z+1 < 0. Enton
esCaso 1: si z + 1 ≥ 0 =⇒ |z + 1| = z + 1. Reemplazando el valor del móduloen la e
ua
ión obtenemos que

|z + 1| = 2
z + 1 = 2

z = 2− 1
z = 1Ahora, el valor z = 1 será solu
ión de la e
ua
ión simpre y 
uando tam-bién se 
umpla que z+1 ≥ 0 para z = 1 (porque esta fue la 
ondi
ión 
on laque pudimos sa
ar la barras de módulo). Como z + 1 = 2 > 0 
uando z = 1,resulta que z = 1 es raíz.

4



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALESCaso 2: si z + 1 < 0 =⇒ |z + 1| = −(z + 1). Reemplazando el valor delmódulo en la e
ua
ión obtenemos que
|z + 1| = 2

−(z + 1) = 2
−z − 1 = 2
−1− 2 = z

−3 = zNuevamente, antes de apresurarse a de
ir que z = −3 es raíz hay que asegu-rarse que este valor zatisfaga que z + 1 < 0. Enton
es, para z = −3, resultaque z + 1 = −3 + 1 = −2 < 0. Ahora sí podemos de
ir que z = −3 es raíz.Finalmente tenemos dos valores de z que satisfa
en la e
ua
ión |z+1| = 2,estos valores son z = 1 y z = −3.Ejer
i
iosResuleve las siguientes e
ua
iones1. |x − 5| = 82. 5 h = |3 − h|1.2. Sistemas de e
ua
iones lineales¾Qué pasa si una e
ua
ión lineal tiene dos in
ógnitas?. Supongamos quetenemos la e
ua
ión
2 r − p = 6Lo úni
o que se puede ha
er en una situa
ión 
omo esta es es
ribir unavariables en fun
ión de la otra, es de
ir despejar alguna de las variables, porejemplo, despejemos p (porque es más fá
il que despejar r, pero si ustedesquieren, pueden despejar r). Enton
es, nos quedaría que
p = 2 r − 6¾Y 
uál es la solu
ión de la e
ua
ión?. Esta e
ua
ión no tienen solu
iónúni
a, por el 
ontrario, tiene in�nitas solu
iones que serán todos los pares devalores de r y p que satisfagan la e
ua
ión, 
omo por ejemploPara poder en
ontar un úni
o valor de r y uno de p ne
esitamos otrae
ua
ión que rela
ione las dos in
ógnitas y que no sea equivalente a la ante-rior. De este modo la segunda e
ua
ión también tendrá in�nitas solu
iones,5



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
r p0 61 -44 21/2 5pero si existe algún par de valores que está en los dos 
onjuntos de solu
iones,tendremos una solu
ión que satisfa
e las dos e
ua
iones simultaneamente. Porejemplo, tomemos 
omo nueva e
ua
ión 2 r − 3 p = 2 y despejemos nueva-mente la variable p:

2 r − 3 p = 2
2 r − 2 = 3 p

2 r − 2

3
= pAlgunas de las in�nitas solu
iones de esta e
ua
ión son

r p0 -2/31 04 21/2 -1/3Las e
ua
iones 2 r − p = 6 y 2 r − 3 p = 2 no son equivalentes porquesus 
onjuntos solu
ión no son iguales, sin embargo los valores r = 4 y p = 2satisfa
en ambas e
ua
iones. Enton
es se di
e que el sistema de e
ua
iones
{

2 r − p = 6

2 r − 3 p = 2tiene solu
ión úni
a y es r = 4 y p = 2.De a
uerdo a la 
antidad de solu
iones que tenga el sistema se 
lasi�
anen:Sistema 
ompatible: Se di
e que un sistema de e
ua
iones es 
ompatible
uando tiene solu
ión.
6



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALESSistema 
ompatible determinado: Se di
e que un sistema de e
ua
uioneses determinado 
uando tiene solu
ión úni
a. Este 
aso se da 
uando setiene la misma 
antidad de e
ua
iones que de in
ógnitas, y además, lase
ua
iones no son equivalentes. Por ejemplo el sistema anterior
{

2 r − p = 6

2 r − 3 p = 2Sistema 
ompatible indeterminado: Se di
e que un sistema de e
ua
uioneses indeterminado 
uando tiene in�nitas solu
iones. Este 
aso se da
uando se tienen menos e
ua
iones que in
ógnitas, o 
uando las e
ua-
iones son equivalentes. Por ejemplo el sistema
{

2 r + 7 p = −10

−14 r − 49 p = 70Sistema in
ompatible: Se di
e que un sistema de e
ua
uiones es in
om-patible 
uando no tiene solu
ión. Por ejemplo el sistema
{

2 r + 7 p = −10

2 r + 7 p = 31.2.1. Métodos de resolu
iónPara resolver un sistema de e
ua
iónes existen distintos métodos:Sustitu
iónIguala
iónRedu

ión por sumas y/o restasAquí sólo nos 
entraremos en el método por sustitu
ión, los otros métodosestán des
ritos en la le
tura adi
ional Resolu
ión de sistemas de e
ua
iones.
7



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALESResolu
ión de un sistema de e
ua
iones por sustitu
iónLa idea del método es despejar una variable de una de las e
ua
ionesdel sistema y reemplazar la expresión en
ontrada en otra de las e
ua
iones.En el 
aso de tener un sistema 
on más de dos in
ógnitas, este pro
eso hayque repetirlo hasta que 
onsigamos una expresión en fun
ión de una de lasin
ógnitas. De esta expresión podemos despejar la primera in
ógnita. Luego,reemplazamos el valor en
ontrado en las expresiones anteriores para ir en-
ontrardo los valores de todas las in
ógnitas.Para ejempli�
ar este método resolveremos los tres sistemas planteadosanteriormente (
ompatible determinado, 
ompatible indeterminado e in
om-patible):Ejemplo 1: Sistema 
ompatible determinado
{

2 r − p = 6

2 r − 3 p = 2De la primera e
ua
ión despejamos p
2 r − p = 6
2 r − 6 = py esta expresión la reemplazamos en la segunda e
ua
ión
2 r − 3 p = 2

2 r − 3 (2 r− 6) = 2
2 r − 6 r + 18 = 2

−4 r + 18 = 2Así 
onseguimos una expresión en fun
ión de una sola in
ógnita. De aquípodemos despejar r
−4 r + 18 = 2

r =
2− 18

−4
=

−16

−4
= 4Para terminar de resolver el sistema reemplazamos el valor hallado para r enla expresión en
ontrada para p

p = 2 r − 6 = 2 . 4− 6 = 2De este modo vemos que el sistema tiene 
omo solu
ión el par de valores
r = 4 y p = 2. 8



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALESEjemplo 2: Sistema 
ompatible indeterminado
{

2 r + 7 p = −10

−14 r − 49 p = 70Despejamos r de la segunda e
ua
ión
−14 r − 49 p = 70

r =
70 + 49 p

−14
=

���
1

7 (10 + 7 p)

−��>
2

14
= −10

2
− 7

2
pAhora reemplazamos esto en la primera e
ua
ión

2 r + 7 p = −10

2

(

−10

2
− 7

2
p

)

+ 7 p = −10

HHH−10−��7 p+��7 p = HHH−10

0 = 0Como llegamos a una identidad (una igualdad que se 
umple para 
ualquiervalor de p), resulta que existen in�nitos valores de p y de r que satisfa
en elsistema.Ejemplo 3: Sistema in
ompatible
{

2 r + 7 p = −10

2 r + 7 p = 3Despejamos p de la primera e
ua
ión
2 r + 7 p = −10

p =
−10− 2 r

7
= − 10

7
− 2

7
ry reemplazamos en la segunda e
ua
ión

2 r + 7 p = 3

2 r + 7

(

− 10

7
− 2

7
r

)

= 3

��2 r − 10−��2 r = 3

−10 = 3 ES ABSURDOComo llegamos a un absurso resulta que no existe ningún valor para r niningún valor para p que satisfaga el sistema. 9



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.3. ECUACIONES CUADRÁTICASEjer
i
iosResuelve los siguientes sistemas y 
lasifí
alos






a + b − c = 1

3 c − 4 a − b = −1

8 a + 3 b − 6 c = 0







x + 2 y − z = 1

3 x − y + 2 z = 1

4 x + y + z = 21.3. E
ua
iones 
uadráti
asLas e
ua
iones 
uadráti
as son polinomios de segundo grado igualados a
ero (obviamente el 
oe�
iente prin
ipal debe ser distinto de 
ero)
a x2 + b x+ c = 0 (1.2)donde a, b y c son números reales.Como bien nos han enseñado en la es
uela, este tipo de e
ua
iones seresuelve utilizando que: �equis es igual a menos be más menos la raíz de be
uadrado menos 
uatro por a por 
e todo dividido dos por a�. Este re
itadoque uno aprende de memoria en algún momento de la vida tiene nombre yse puede demostrar. Lo que vamos a ha
er a 
ontinua
ión es demostrar lafórmula de Bhaskara.Lo que queremos demostrar es que las solu
iones de una e
ua
ión de laforma
a x2 + b x+ c = 0son dos y 
umplen que

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4 a c

2 a
(1.3)Demostra
ión de la fórmula de BhaskaraLo que vamos a ha
er es ir operando para poder llevar la e
ua
ión a x2 +

b x+ c = 0 a la forma
(algo . x+ALGO)2 = otra cosaya que de aquí es bastante simple despejar x.Enton
es, lo primero que vamos a ha
er es multipli
ar la e
ua
ión por a10



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.3. ECUACIONES CUADRÁTICAS
a (a x2 + b x+ c) = a . 0
a2 x2 + a b x+ a c = 0Ahora multipli
amos y dividimos por 2 en el segundo término del primermiembro (de este modo seguimos manteniendo la igualdad porque estamosmultipli
ando el segundo término por uno)

a2 x2 +
2

2
(a b x) + a c = 0

a2 x2 + 2 a
b

2
x+ a c = 0

a2 x2 + 2 a
b

2
x = −a csumamos b2

4
en ambos miembros y reorganizamos utilizando la propiedaddistributiva de la poten
ia
ión 
on respe
to al produ
to y la propiedad 
on-mutativa del produ
to

a2 x2 + 2 a
b

2
x+

b2

4
= −a c+

b2

4

(a x)2 + 2 (a x)

(
b

2

)

+

(
b

2

)2

=
b2

4
− a cEn esta última expresión podemos ver que el primer miembro es igual al
uadrado de un binomio (es un trinomio 
uadrado perfe
to)

(a x)2 + 2 (a x)

(
b

2

)

+

(
b

2

)2

=

(

a x+
b

2

)2Enton
es, tenemos que
(

a x+
b

2

)2

=
b2

4
− a cEsta última expresión ya tiene la forma a la que queríamos llegar

(algo . x+ALGO)2 = otra cosaAhora lo que falta es despejar x. Para esto debemos apli
ar raíz 
uadrada enambos miembros
√
(

a x+
b

2

)2

=

√

b2

4
− a cDe a
uerdo 
on la de�ni
ión de módulo resulta que 11



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.3. ECUACIONES CUADRÁTICAS
a x+

b

2
= ±

√

b2

4
− a cEn el segundo miembro podemos sa
ar 1

4

omo fa
tor 
omún1 y luego restar

b
2
en ambos miembros. Utilizando la propiedad distributiva de la radi
a
iónobtenemos que

a x+
b

2
= ±

√

1

4
(b2 − 4 a c)

a x+
b

2
= ±

√

1

4

√
b2 − 4 a c

a x+
b

2
= ±1

2

√
b2 − 4 a c

a x = ±1

2

√
b2 − 4 a c − b

2Finalmente dividimos por a en ambos miembros, sa
amos fa
tor 
omún 1
2
enel numerador y reordenamos el segundo miembro, así llegamos a la expresiónque estábamos bus
ando

x =
±1

2

√
b2 − 4 a c − b

2
a

=
1
2

(
− b±

√
b2 − 4 a c

)

a

=
− b±

√
b2 − 4 a c

2 aAsí demostramos que las dos solu
iones bus
adas se pueden expresar 
o-mo fun
ión de los 
oe�
ientes del polinomio.Una 
onse
uen
ia importante de la expresión en
ontrada para las solu-
iones es que para que sean números reales, el argumento de la raíz debe serigual o mayor que 
ero. Por esta razón a este argumento se lo llama dis-
riminante y es el que determina la naturaleza de las raí
es (si son númerosreales o no). Enton
es1Re
uerden que el fa
tor 
omún se llama a la propiedad distribituva del produ
to 
onrespe
to a la suma a (b+ c) = a b+ a c pero leída de dere
ha a izquierda. Por lo tanto unopuede sa
ar 
omo �fa
tor 
omún�a un fa
tor que no es 
omún si se lo piensa 
omo unadistribu
ión. En este 
aso 1

4
(b2 − 4 a c) =

b
2

4
− a c. 12



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.3. ECUACIONES CUADRÁTICASSi b2 − 4 a c > 0 =⇒
√
b2 − 4 a c > 0 y por lo tanto, tendremos dosraí
es reales y distintas.
x1 =

− b+
√
b2 − 4 a c

2 a

x2 =
− b−

√
b2 − 4 a c

2 aEn este 
aso se 
umplen las rela
iones entre las raí
es (que fueron de-mostradas en el 
apítulo Polinomios)
x1 + x2 =

−b

a

x1 x2 =
c

aSi b2 − 4 a c = 0 =⇒
√
b2 − 4 a c = 0 y por lo tanto, tendremos dosraí
es reales e iguales.

x1 = x2 =
− b± 0

2 a
=

−b

2 aSi b2 − 4 a c < 0 =⇒ ∄
√
b2 − 4 a c en reales y por lo tanto, no ten-dremos raí
es reales.De este análisis se puede ver que para 
ono
er la naturaleza de las raí
esno es ne
esario resolver la e
ua
ión.Ejer
i
iosCal
ule los valores de k para los 
uales las siguientes fun
iones tienen dosraí
es reales iguales y es
riban su fórmula.1. f(x) = x2 + 2 k x + k2. f(x) = −k + x2 + (k − 1) xCasos espe
ialesPor lo que vimos anteriormente sabemos que las solu
iones a 
ualquiere
ua
ión 
uadráti
a se pueden en
ontrar utilizando la f¯omula de Bhaskara(e
ua
ión 1.3). Sin embargo hay algunas situa
iones en que la e
ua
ión puederesolverse de otra manera (que en general suele ser más sen
illa). 13



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.3. ECUACIONES CUADRÁTICASCoe�
iente lineal nulo (b = 0)
a x2 + c = 0

x2 =
−c

a
√
x2 =

√
−c

a

x = ±
√

−c

aEn este 
aso la e
ua
ión tendrá solu
ines reales si a y c tienen signosopuestos.Coe�
iente independiente nulo (c = 0)
a x2 + b x = 0
x (a x+ b) = 0Para que un produ
to se anule es ne
esario que se anule alguno de losfa
tores. Enton
es

x (a x+ b) = 0 =⇒ x = 0 ó a x+ b = 0En este 
aso las solu
iones siempre son reales y distintas: x1 = 0 y
x2 = −b/a.Coe�
iente independiente nulo y 
oe�
iente lineal nulo (b = c = 0)

a x2 = 0
x2 = 0

∴ x1 = x2 = 01.3.1. E
ua
iones bi
uadráti
asSe llaman bi
uadráti
as a las e
ua
iones de la forma
a x4 + b x2 + c = 0 (1.4)Si bien, son polinomios de grado 4 igualados a 
ero, se pueden resolver uti-lizando la fórmula de Bhaskara. Por esto se las 
ono
e 
omo e
ua
ionesbi
uadráti
as. 14



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.3. ECUACIONES CUADRÁTICASSin embargo, la fórmula de Bhaskara sólo se puede utilizar para resolvere
ua
iones 
uadráti
as. Por lo tanto tenemos que ha
er un 
ambio de variablepara poder llevar la e
ua
ión 1.4 a una de segundo grado.La idea del 
ambio de variable es bastantate simple: se de�ne una nuevavariable que esté en fun
ión de la variable original. En este 
aso la variablenueva que vamos a de�nir será
y = x2Es
ribiendo la e
ua
ión bi
uadráti
a en fun
ión de nuestra nueva variable yobtenemos una e
ua
ión 
uadráti
a

a x4 + b x2 + c = a (x2)2 + b (x2) + c = a y2 + b y + c = 0Por lo tanto, la e
ua
ión que ahora debemos resolver es
a y2 + b y + c = 0Las solu
iones de esta última e
ua
ión son

y1 =
−b+

√
b2 − 4 a c

2 a

y2 =
−b−

√
b2 − 4 a c

2 aLuego, para hallar los valores de x que satisfa
en la e
ua
ión 1.4 vamos autilizar la rela
ión entre las variables
y = x2

x = ±√
yPero 
omo tenemos dos expresiones para y tendremos 4 valores para x

x =







√
y =







√
y1 =

√

−b+
√
b2 − 4 a c

2 a

√
y2 =

√

−b−
√
b2 − 4 a c

2 a

−√
y =







−√
y1 = −

√

−b+
√
b2 − 4 a c

2 a

−√
y2 = −

√

−b−
√
b2 − 4 a c

2 a

(1.5)
Estas son las 4 solu
iones de la e
ua
ión bi
uadráti
a. 15



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.3. ECUACIONES CUADRÁTICASEjer
i
iosResuelve las siguientes e
ua
iones1. y4 − 1 = 02. 1

2
x4 + 2 + x3 − 3 x2 = 2 x2 − 1

2
x4 +

1

4
x3 − 2 +

6

8
x31.3.2. Sistemas de e
ua
iones 
uadráti
asEste tipo de sistemas de e
ua
iones se trabajan de manera similar a lades
rita para los sistemas de e
ua
iones lineales. Por ejemplo, tomemos elsistema

{

x2 + 4 y2 = 1

2 x2 − y2 = 0Si lo resolvemos por el método de sustitu
ión, podemos despejar y de lasegunda e
ua
ión
2 x2 − y2 = 0

y2 = 2 x2

y = ±
√
2 x2 = ±

√
2 |x|Ahora reemplazamos y2 = 2 x2 en la primera e
ua
ión

x2 + 4 y2 = 1
x2 + 4 . 2 x2 = 1

x2 + 8 x2 = 1
9 x2 = 1

x = ±
√

1

9
= ±1

3Enton
es las solu
iones al sistema serán
x1 =

1

3







y1 =
√
2

∣
∣
∣
∣

1

3

∣
∣
∣
∣
=

√
2

3

y2 = −
√
2

∣
∣
∣
∣

1

3

∣
∣
∣
∣
= −

√
2

3

x2 = −1

3







y3 =
√
2

∣
∣
∣
∣
−1

3

∣
∣
∣
∣
=

√
2

3
= y1

y4 = −
√
2

∣
∣
∣
∣
−1

3

∣
∣
∣
∣
= −

√
2

3
= y2 16



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.3. ECUACIONES CUADRÁTICAS
Es de
ir, los puntos (1

3
,
√
2
3
), (1

3
,−

√
2
3
), (−1

3
,
√
2
3
) y (−1

3
,−

√
2
3
) satisfa
en el sis-tema.También puede haber sistemas de e
ua
iones mixtos, por ejemplo

{

9 x2 + 4 y2 = 1

2 x− y = 0Para resolverlo despejamos y
2 x− y = 0

y = 2 xy reemplazamos en la otra e
ua
ión
9 x2 + 4 y2 = 1

9 x2 + 4 (2 x)2 = 1
9 x2 + 16 x2 = 1

25 x2 = 1

x = ±
√

1

25
= ±1

5�nalmente, el valor de y será
y = 2 x =







2
1

5
=

2

5

2

(

−1

5

)

= −2

5Así, las solu
iones son (1
5
, 2
5
) y (−1

5
,−2

5
).Ejer
i
iosResuelve los siguientes sistemas de e
ua
iones

{

y − x2 = 4

4 x + y = 0

{

y − 2 = x2

y = 3 x − 2

17



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.4. ECUACIONES RACIONALESLas e
ua
iones polinómi
as de grado mayor a 2 (ex
epto las bi
uadráti-
as), no tienen un método determinado para su resolu
ión. De ser posible,hay que fa
torizar el polinomio, así obtenemos un produ
to de polinomios demenor grado igualado a 
ero. Así las solu
iones se e
uantran anulando 
adafa
tor.Si el polinomio no es fa
torizable, las raí
es se en
uentran 
on métodosde aproxima
ión.1.4. E
ua
iones ra
ionalesLas e
ua
iones algebrai
as son aquellas que involu
ran divisiones de poli-nomios, es de
ir que son de la forma
P (x)

Q(x)
= 0 (1.6)donde P (x) y Q(x) son dos polinomios (y Q(x) debe ser distinto del poinomionulo). En este tipo de e
ua
iones, las solu
iones serán aquellas que anulena P (x) y no anulen a Q(x). Los valores que anulen a Q(x) NO SERÁNSOLUCIÓN.1.4.1. Raí
es espúreasLas raí
es espúreas son �raí
es falsas�. En general, en este tipo de e
ua-
iones, son valores que anulan simultáneamente al numerador y al denomi-nador.Ejemplo:

x2 − 1

x− 1
= 0Para que una división se anule, es ne
esario que se anule el numerador,por lo tanto tendremos que

x2 − 1 = 0
x = ±1Aquí es donde hay que tener 
uidado porque si uno de
ide que las solu
ionesa la e
ua
ión son los valores x = 1 y x = −1 va a 
ometer un grave error.Veamos 
uáles de estos valores satisfa
en, realmente, la e
ua
ión

18



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.4. ECUACIONES RACIONALES
Si x = 1 =⇒ x2 − 1

x− 1
=

1− 1

1− 1
∄

Si x = −1 =⇒ x2 − 1

x− 1
=

1− 1

−1− 1
=

0

2
= 0De aquí vemos que el valor x = 1 es una raíz espúrea porque no puede sersolu
ión ya que anula al denominador. Mientras que x = −1 es solu
ión.Por esto es importante de�nir el 
onjunto de validez de la e
ua
ión,esto es indi
ar para qué valores está de�nida la expresión dada. Es este 
asoserán los valores que no anulen al denominador. Enton
es, la forma 
orre
tade resolver la e
ua
ión anterior sería la siguiente:

x2 − 1

x− 1
= 0 con x 6= 1

x2 − 1 = 0
x = ±1Pero 
omo x 6= 1, resulta que x = −1 es la solu
ión de la e
ua
ión.1.4.2. Pérdida de raí
esEn el 
aso anterior vimos que, de a
uerdo al método elegido para resolverla e
ua
ión, pueden apare
er raí
es espúreas, pero también puede su
ederque se pierdan raí
es. Por ejemplo, resolvamos la siguiente e
ua
ión

(x2 + 3 x) (x2 + 2 x)

x2 − 4
=

8 x+ 24

2 x− 4La manera intuitiva de resolverla sería simpli�
ando todos los fa
tores quesean posibles
(x2 + 3 x) (x2 + 2 x)

x2 − 4
=

8 x+ 24

2 x− 4

x����(x+ 3) xXXXX(x+ 2)
XXXX(x+ 2)����XXXX(x− 2)

=
���
4

8����(x+ 3)

���
1

2����XXXX(x− 2)

x2 = 4
x = ±2Sin embargo x = 2 y x = −2 son raí
es espúreas porque anulan los denom-inadores. Por lo tanto, siguiendo este 
amino la e
ua
ión no tiene solu
ión.Pero esto no es 
ierto ya que x = −3 satisfa
e la e
ua
ión. Para resolver19



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.5. ECUACIONES NO ALGEBRAICASeste dilema nun
a hay que perder de vista que simpli�
ar es dividir, y paradividir hay que asegurarse que el divisor sea distinto de 
ero. Este he
ho es loque indi
a que la resolu
ión anterior está in
ompleta. Veamos 
ómo seríala resolu
ión 
orre
ta
(x2 + 3 x) (x2 + 2 x)

x2 − 4
=

8 x+ 24

2 x− 4
conx 6= 2, x 6= −2

x����(x+ 3)xXXXX(x+ 2)
XXXX(x+ 2)����XXXX(x− 2)

=
���
4

8����(x+ 3)

���
1

2����XXXX(x− 2)

si x 6= −3

x2 = 4
x = ±2

x = ±2 está fuera del 
onjunto de validez, por lo que no son solu
ión. Peroahora hay que ver qué pasa 
on x = −3 porque es un valor que ex
luimos porel método que elegimos para resolver la e
ua
ión pero pertene
e al 
onjuntode validez. Enton
es si x = −3

[(−3)2 + 3 (−3)] [(−3)2 + 2 (−3)]

(−3)2 − 4
=

8 (−3) + 24

2 (−3)− 4

0 = 0Por lo tanto x = −3 es la solu
ión de la e
ua
ión.Ejer
i
iosResuelva las siguientes e
ua
iones1. x − 2

x2 − 3 x
+

19 x

x2
=

−4 x2 + 3 x − 9

x2 − 3 x2. ( 3 x − 3

x2 − 2 x + 1

) (
x − 1

x + 2

)

=
5 x + 2

10 x + 4
:

1

2 x1.5. E
ua
iones no algebrai
asEn este tipo de e
ua
iones la in
ógnita forma parte del argumento de algu-na fun
ión no algebrai
a, 
omo por ejemplo raí
es, logaritmos, exponen
ialeso fun
iones trigonométri
as. Algunos ejemplos se pueden ver en la le
turaadi
ional E
ua
iones no algebrai
as. 20



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.6. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS1.6. Resolu
ión de ProblemasProblema 1:La mitad de la suma de un número y 2 es igual al triple de di
ho númeromás 8/5. Cal
úlalo.Lo primero que hay que ha
er para resolver este tipo de problemas esasegurarse de haber entendido bien el enun
iado. Una vez que entendimos quées lo que hay que ha
er, tenemos que pasar es
ribir el problema al lenguajematemáti
o, es de
ir, es
ribir las e
ua
iones que representaten la situa
iónque se plantea.En este 
aso debemos en
ontrar un número, que lo llamaremos x (parano perder la originalidad). Enton
es, desmenu
emos el enun
iado para poderir es
ribiendo la e
ua
ión:
La mitad de la suma de un número y 2

︷ ︸︸ ︷

1

2
(x + 2)
︸ ︷︷ ︸

suma de un número y 2

=

triple de dicho número más 8/5
︷ ︸︸ ︷

3 x
︸︷︷︸

triple de dicho número

+
8

5Ahora para en
ontrar el número hay que resolver la e
ua
ión.
1

2
(x + 2) = 3 x +

8

5
1

2
x − 3 x =

8

5
− 1

−5

2
x =

3

5

x =
3

5

2

−5
= − 6

25De este modo, el número bus
ado es el − 6
25
.Problema 2:La edad de un padre es el doble de la suma de las edades de sus doshijos, mientras que ha
e unos años (exa
tamente la diferen
ia de las edadesa
tuales de los hijos), la edad del padre era el triple de la suma de las edades,en aquel tiempo, de sus hijos. Cuando pasen tantos años 
omo la suma delas edades a
tuales de los hijos, la suma de edades de las tres personas será150 años. ¾Qué edad tenía el padre en el momento de na
er sus hijos? 21



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.6. RESOLUCIÓN DE PROBLEMASSí, estoy de a
uerdo, este problema es un trabalenguas. Pero si leemos
uidadosamente el enun
iado, vamos a poder resolverlo.El problema habla de la edades de tres personas: un padre y sus dos hijos.En este tipo de problemas, lo que suele ser más 
ómodo es que las in
ógnitassean las edades a
tuales. Siguiendo esta idea, llamaremos P , H1 y H2 a lasedades a
tuales del padre y de sus dos hijos, respe
tivamente. Implí
itamentesabemos que la edad del padre es mayor que la de sus hijos y, en prin
ipio,los hijos no son gemelos ni mellizos, por lo que uno será mayor que el otro.Por lo tanto P > H1 > H2. Es muy importante de�nir las in
ógnitasantes de plantear las e
ua
iones, porque las e
ua
iones pueden variardependiendo de las in
ógnitas elegidas.Ahora, para ir planteando las e
ua
iones del problema vamos a y ir ana-lizando el enun
iado. Enton
es�La edad de un padre es el doble de la suma de las edades de sus doshijos...�De a
uerdo a nuestras variables, esta e
ua
ión es bastante sen
illa deplantear.
P = 2 (H1 + H2) (1.7)�...ha
e unos años (exa
tamente la diferen
ia de las edades a
tuales delos hijos), la edad del padre era el triple de la suma de las edades, enaquel tiempo, de sus hijos.�Esta parte se 
ompli
a un po
o. Veamos. �...la diferen
ia de las edadesa
tuales de los hijos..� no es otra 
osa que H1 − H2. Ahora �...ha
eunos años ... la edad del padre era ...� la edad a
tual menos la 
antidadde años que pasaron desde �...aquel tiempo...�, esto es, P − (H1 − H2).Por otro lado sabemos que el tiempo pasa de la misma manera paratodos (a menos que alguien haya des
ubeirto el se
reto de la juventudeterna), por lo tanto las edades de los hijos �...en aquel tiempo...� eran

H1 − (H1 − H2) y H2 − (H1 − H2), respe
tivamente.Retomemos la frase 
ompleta: �...ha
e unos años (exa
tamente la difer-en
ia de las edades a
tuales de los hijos), la edad del padre era el triplede la suma de las edades, en aquel tiempo, de sus hijos.�. Por lo tanto,la e
ua
ión que le 
orresponde será la siguiente 22



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.6. RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS
P − (H1 − H2) = 3 {[H1 − (H1 − H2)] + [H2 − (H1 − H2)]}Sa
ando los paréntesis la e
ua
ión se redu
e a

P − H1 + H2 = 3 (3H2 − H1) (1.8)�Cuando pasen tantos años 
omo la suma de las edades a
tuales de loshijos, la suma de edades de las tres personas será 150 años.�Esta parte es pare
ida a la anterior. �...tantos años 
omo la suma de lasedades a
tuales de los hijos� es igual a H1 + H2. Como esta 
antidadde años pasa para todos, en ese momento las edades que tendrán serán:
P + (H1 + H2), H1 + (H1 + H2) y H2 + (H1 + H2) para el padrey sus dos hijos, respe
tivamente. Enton
es, si en ese momento la sumade las tres edades es igual a 150 años, la rela
ión que tendremos es
[P + (H1 + H2)] + [H1 + (H1 + H2)] + [H2 + (H1 + H2)] = 150Sumando los términos semejantes resulta que

P + 4H1 + 4H2 = 150 (1.9)De este modo, para hallar las edades de las tres personas hay que resolverel sistema formado por las e
ua
iones 1.7, 1.8 y 1.9






P = 2 (H1 + H2)

P − H1 + H2 = 3 (3H2 − H1)

P + 4H1 + 4H2 = 150Para hallar el valor de P reemplazamos la e
ua
ión 1.7 en la 1.9
P + 4H1 + 4H2 = 150

P + 2 . 2 (H1 + H2) = 150
P + 2P = 150

3P = 150

P =
150

3
= 50 23



CAPÍTULO 1. ECUACIONES ALGEBRAICAS1.6. RESOLUCIÓN DE PROBLEMASDe la primera e
ua
ión tenemos que H1 = 1
2
P − H2. Reemplazando estoy que P = 50 en la e
ua
ión 1.8 en
ontramos el valor de H2

P − H1 + H2 = 3 (3H2 − H1)
P − H1 + 3H1 = 9H2 − H2

P = 8H2 − 2H1

P = 8H2 − 2

(
1

2
P − H2

)

P + P = 8H2 + 2H2

2P = 10H2

H2 =
1

5
P = 10Finalmente 
omo P = 50 y H2 = 10, resulta que

H1 =
1

2
P − H2 =

1

2
50 − 10 = 15Hemos en
ontrado las edades a
tuales de las tres personas: el padre tiene50 años, el hijo mayor tiene 15 años y el menor tiene 10 años. Sin embargoesta no es la respuesta al problema, por que lo que se pregunta es �¾Quéedad tenía el padre en el momento de na
er sus hijos? �. Enton
es, 
uandona
ió el primer hijo, el padre tenía P − H1 = 35 años, mientras que 
uandona
ió el segundo tenía P − H2 = 40 años.

24



CAPÍTULO 2 PRÁCTICA 5
1. Halla, 
uando sea posible, los valores de la in
ógnita que veri�quen lassiguientes igualdades justi�
ando tu respuestaa) (

5

4

)−1

− 3

2
x = 3

√

− 8

125b) 1

2

3

4
− 5

2
÷ (−2) =

1

4
x
) 0,3 x ÷ 0,2 − 0,1 x (−16) =

√
1,69 + 0,52d) (x − 3) (x2 + 1) = (x − 1)3e) |2 x + 4| = 2f) |2 x + 1| = 3g) |3 x| = |x| − 1h) 6 x2 − 5 x + 1 = 0i) 2 (1 − k) + (k − 1)2 = 2 kj) 6

m
− 9

m2
− 1 = 0k) 1

t − 1
+

2

t + 1
=

t2 − 5

t2 − 1l) h2 − 4

h2 + 10 − 7 h
=

1
2

h − 2m) y2

y2 − 4
− y + 2

y3 − 2 y
=

2

y2 + 2 y 25



CAPÍTULO 2. PRÁCTICA 5n) 2 x + 1

x + 3
= 1 +

x + 3

x − 1ñ) a + 4

a − 4
− a − 4

a + 4
=

(2 a)2

a2 − 16o) −1 + r2 − 2 r

−(1 − r2)
=

2

r + 1p) x4 − 2 x2 = 4 + x2q) 2 (a4 − 1) = 3 a22. Determina la naturaleza de las raí
es sin resolver la e
ua
ióna) −(1 − 2 x2) = xb) 9 z2 − 6 z − 17 = 0
) 9 = 4w (1 − w)d) 17 y2 = 03. Resuelve los siguientes sistemas, en los que se pueda también resuélvelosde forma grá�
a y 
lasifí
alos
a)







2
(

x − y

2

)

= x + y

y =
2

3
x + 5

b)







2 x + 2 y = 4

x + y = 2

c)







x − y = 1

−5 x + 5 y = 0

d)







2 (x − 3 y) = 5 − 3 ( 2 y − 1)

y

2
=

x + 2 y

4
+ 1 26



CAPÍTULO 2. PRÁCTICA 5
e)







w = 3 z + 1

w − 7 = −z2 + 2 z

f)







b − a2 = 4

4 a + b = 0

g)







3 x − y + z = 3

− z + 2 x = 2 − y

5 z − 5 = y − x

h)







n − 1 = m + p

2m − 1 = p − n

m + 2n = 2 p4. Plantea y resuelve los siguientes problemas.a) Hallen los números reales que veri�quen que el doble de su 
uadra-do más la mitad de su triple es igual a 0.b) Si el 
uadrado de un número es igual al opuesto de ese mismonúmero, ¾de qué números hablamos?
) El 
uádruplo de la diferen
ia entre un número y 1, menos la mitadde la suma entre di
ho número y tres es -2,7. Cal
úlalo.d) ¾Cuál es el número tal que su mitad más su ter
era parte es -0,05?e) El perímetro de un re
tángulo es el triple de su base y la basemide 3 m más que la altura. ¾Cuál es la medida de la base y laaltura?f) En
uentra dos números sabiendo que su promedio es do
e y sudiferen
ia o
ho. En una heladera hay 22 latas de gaseosa, unasde 1/3 lt, y otras de 1/5 lt. En total 
ontienen 6 litros. ¾Cuántaslatas de 
ada 
apa
idad hay? 27



CAPÍTULO 2. PRÁCTICA 5g) Si en una fra

ión des
ono
ida se suma 2 al numerador, el valorde la fra

ión queda igual a 1/2. Por el 
ontrario, si se suma 1 aldenominador, queda 1/3. Halla la fra

ión.h) De un terreno re
tangular de 340m de 
ontorno, el muni
ipio haexpropiado una banda de 15m de an
ho en el frente. En 
ompen-sa
ión, ha 
edido al terreno otra banda de 10m de an
ho en unlateral. Con todo, el terreno 
uenta ahora 
on 200m2 menos desuper�
ie que antes. ¾Cuáles eran sus dimensiones originales?i) Hallen las dimensiones de un re
tángulo sabiendo que su altura es3 
m mayor que su base y que su super�
ie es 70 
m2.j) Se tienen dos 
ortes de tela. La longitud de uno de ellos es 8 metrosmenor que la del otro. Si se multipli
an las longitudes de ambos
ortes, el resultado es de 20 m2. ¾Cuál es la longitud del 
orte máslargo?k) Un alumno realiza un examen tipo �test� que 
onsta de 20 pregun-tas. Cada a
ierto supone 0,5 puntos y por 
ada respuesta errada ono respondida se restan 0,25 puntos. Cal
ula el número de a
iertossi obtuvo al �nal 7 puntos.l) Un 
omer
iante mez
la 
afé de Colombia 
on 
afé de Brasil paraobtener una 
alidad intermedia. Si los mez
la en propor
iones 2a 3 (por 
ada 2 kg. de Colombia se añaden 3 kg. de Brasil), lamez
la resulta a 35,40 $/kg, mientras que 
on la propor
ión 2 a1, el pre
io sería 25,00 $/Kg. ¾Cuál es elpre
io del kilogramo de
ada 
lase de 
afé?m) El 40% de los estudiantes de 1◦ A son varones, y la 
uarta partede los de 1◦ B son mujeres. En total son 33 
hi
os y 25 
hi
as.¾Cuántos alumnos tiene 
ada grupo?n) Los lados de un re
tángulo son dos números 
onse
utivos. Hallarla longitud de ambos lados si la super�
ie del re
tángulo es iguala 2 m2.ñ) Un 
omer
iante 
ompra un 
orte de tela de 60 m a $300. Vendeuna 
ierta parte a $6 el metro, y el resto a $10 el metro. Si laganan
ia fue de $100, ¾
uánto mide 
ada una de las partes?o) En un grupo de 69 estrellas las hay de tres 
lases: las B, las Ay las F. Cal
ular el número de estrellas tipo B sabiendo que lasestrellas F son el doble que las de tipo A, y que las B son unamenos que la mitad de las de tipo A. 28



CAPÍTULO 2. PRÁCTICA 5p) Las medidas en 
entímetros de la hipotenusa y el 
ateto mayor deun triángulo re
tángulo son números naturales 
onse
utivos. Al
ateto menor le faltan 7 
m para igualar al mayor. ¾Cuánto midenlos tres lados?q) Según datos provistos por la Unión Astronómi
a Interna
ional, elnúmero de satélites naturales del planeta Júpiter supera en uno alos de Saturno y Urano sumados. Cal
ular el número de satélitesde 
ada planeta sabiendo, además, que la suma de los satélitesde Saturno más el duplo de los de Urano es igual al número desatélites de Júpiter más 20, y que Saturno tiene nueve satélitesmás que Urano.r) Ha
e 16 años, Érika tenía 2/3 de la edad que tenía Damián. Porotra parte, ha
e 43 años, Damián tenía el triple de la edad deMóni
a. Si dentro de 8 años la edad de Érika será la que a
tual-mente tiene Móni
a, hallar la edad de los tres.s) Entre Batman, Superman y Flash han ahorrado $100. Como Bat-man ne
esita reparar su batimóvil, Superman le presta $20, quedan-do en ese momento ambos 
on el mismo dinero. Flash, por suparte, gasta $10 en botas nuevas, quedándose 
on un monto iguala la mitad del dinero original que tenían Batman y Superman jun-tos. Cal
ular la 
antidad de dinero que 
ada superhéroe tenía al
omienzo.t) Si Harry le prestara su libro de Po
iones a Ron, ambos tendrían lamisma 
antidad de libros. Por otra parte, Hermione tiene un libromás que los de Harry y Ron juntos. Hallar la 
antidad de librosque tiene 
ada uno, sabiendo que el total de libros que tienen entrelos tres es 13.u) La edad de Agustina es un quinto de la edad de Nadia. Las edadesde ambas, sumadas, dan la edad de Margot. Ha
e 
in
o años, laedad de Nadia era nueve ve
es más grande que la de Agustina.Hallar la edad a
tual de las tres.
29
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