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Capitulo 1

Las leyes del movimiento

El movimiento es la forma mas simple de cambio en un sistema fisico. Las
leyes que lo rigen son la sintesis de varios siglos de observacién, experiencia y
analisis tedrico. Por esta razén, no corresponde intentar una justificacios detallada
sobre la base de experiencias concretas, sino que enunciaremos los principios del
movimiento en una forma cuasi axiomatica. El conjunto de estos principio, que
llamaremos colectivamente las leyes de Newton forman la base de la mecanica.
Aunque posteriormente examinaremos otras formulaciones mas comodas o méas
poderosas para ciertos fines, las leyes de Newton forman la base de la mecanica
y, en cierto sentido, de toda la fisica.

1.1. Espacio y tiempo

En esta seccion, introduciremos las nociones de espacio y tiempo. Estas son
nociones primitivas de la teoria, que no pueden definirse en términos de otras mas
sencillas. En lo que sigue, discutiremos informalmente estas nociones, enunciando
algunas hipotesis muy basicas sobre ellas y su papel en la descripcion del mundo
real.

1.1.1. Sistemas de referencia

Para describir el movimiento de un cuerpo es necesario comparar su posicion,
en instantes sucesivos, con la de otros cuerpos cercanos. Este conjunto de cuerpos
se llama un cuerpo de referencia. En la vida cotidiana el cuerpo de referencia mas
importante es la corteza terrestre, pues a ella referimos nuestros desplazamientos
mas comunes. En astronomia, en cambio, se utiliza como cuerpo de referencia
el sistema de las estrellas fijas: un conjunto de cuerpos respecto de los cuales se
describe el movimiento de los demés. La estructura del cuerpo de referencia es
irrelevante para el propdsito de fijar la posicion de otros cuerpos y se lo idealiza
como un sistema de coordenadas cuya estructura dependera de las leyes de la



geometria. Admitiremos que los axiomas de la geometria euclidea se verifican con
mucha exactitud en nuestro espacio fisico y por consiguiente es comodo elegir un
sistema de coordenadas cartesianas para representar al cuerpo de referencia. La
hipétesis de la validez de la geometria euclidea tiene limitaciones que se discuten
en los textos de Relatividad General.

Principio 1.1 (Euclides).
El espacio euclideo E? describe' el espacio fisico.

El tiempo es una magnitud fisica que representa la sucesion de cambios en un
sistema fisico. Un cuerpo cualquiera, que admita una sucesion de cambios monéto-
na se llama un reloj. Los viejos relojes mecanicos o los modernos electronicos son
ejemplos de relojes, pero también lo son la masa de una sustancia radiactiva o
el nivel de sedimento en el fondo de un lago. También la estructura del reloj es
irrelevante para fijar la sucesion de fenémenos y lo idealizaremos como una va-
riable real. Si al sistema de coordenadas que representa el cuerpo de referencia le
asociamos el tiempo como un parametro real, obtenemos lo que se llama se llama
un sistema de referencia.

Principio 1.2 (Tiempo).
El tiempo fisico puede representarse por la recta real.

El cuerpo mas sencillo que podemos imaginar es el punto material o particula.
Intuitivamente una particula es un cuerpo cuyas dimensiones son pequenas com-
paradas con las distancias a otros cuerpos proximos. Su movimiento se describe,
en el sistema de referencia elegido, dando sus coordenadas en funcion del tiempo.
La curva descripta por la particula se llama su trayectoria u orbita y se repre-
senta con el vector posicién del cuerpo en funcién del tiempo r(t). La velocidad
del cuerpo respecto del sistema de referencia elegido es:

dr

v(t) = =

- (1.1)

y su aceleracion:
dv  d*r
at) = —=—=+ (1.2)
dt  dt?

El estudio geométrico de la trayectoria puede hacerse con el elegante método
de Frénet, que se describe en los textos de Geometria Analitica, y no insistiremos
sobre ello.

La nocién de punto material es una idealizacién y sera aplicable a un cuerpo
dado o no segin las circunstancias. Por ejemplo, se puede considerar a la Tierra
como una particula para estudiar su movimiento alrededor del Sol o las perturba-
ciones que ejerce sobre otros planetas, pero si se desea estudiar el movimiento de
rotacién (o el de un satélite artificial) serd necesario tomar en cuenta su tamano
finito.

'En lugar de “describe”, es més preciso “representa”

7



o X

Figura 1.1: Transformaciones de coordenadas: Traslaciones

1.1.2. Cambios de coordenadas

La eleccion de un sistema de referencia es arbitraria, ya que la naturaleza
del cuerpo de referencia es irrelevante. Dado un instante ¢, los teoremas de la
geometria permiten hallar las coordenadas de un punto en el nuevo sistema de
referencia S’ en funcién de las coordenadas en el antiguo S. La transformacién
mas simple es una traslacion del sistema de coordenadas. Si rq es la posicién del
origen de coordenadas de S’ respecto de S, las nuevas coordenadas de la particula
seran:

r=r—rg (1.3)

La notacién vectorial que acabamos de usar es la més comda para la descrip-
cién de fendmenos en el espacio tridimensional. Sin embargo, para muchos proble-
mas, es mas comodo utilizar la notacion en componentes. En lugar de utilizar la
notacién (z,y, z) para las coordenadas, usaremos (!, 2%, 3), que abreviaremos,
simplemente, escribiendo z%, con i € (1,2,3). Con la nueva notacién, la ecuacién
(1.3) se escribe:

o' =2t — ) (1.4)

Utilicemos esta notaciéon para describir una rotacion del sistema de coordena-
das. Las nuevas coordenadas deben ser combinaciones lineales de las antiguas y

por lo tanto: .
' = Z N (1.5)
k

en donde % son las componentes de la matriz de transformacion. En esta ecuacién
y otras similares podemos simplificar la escritura si introducimos la convencion de
Einstein: suprimiremos los simbolos de suma y convendremos que se suma sobre



Figura 1.2: Transformaciones de coordenadas: Rotaciones

un indice que aparezca dos veces repetido. Usando esta convenciéon la ecuacion
(1.5) se escribe:
' = Npa® (1.6)

La distancia entre d dos puntos P, () no puede depender de la elecciéon del
sistema de coordenadas, pues es un invariante en el espacio euclideo. Si Az es
la diferencia de coordenadas entre P, () tendremos:

d* = Az'Az? = Ax'Ax? (1.7)
Para que se cumpla la relacién (1.7) los coeficientes d;; deben cumplir:

en donde 0;; es el simbolo de Kronecker:

1=
5 {o ia (1.9)

Las transformaciones de coordenadas que satisfacen (1.8) se llaman transfor-
maciones ortogonales. Diremos que ellas (asi como las traslaciones) conservan la
longitud.

Aunque la notacién “en componentes” que acabamos de utilizar es la mas
comoda para muchos problemas, es deseable recobrar la brevedad y elegancia
de la notacion vectorial cuando se discuten transformaciones de coordenadas.
Podemos hacerlo si introducimos notaciéon matricial para las transformaciones.
Sea A la matriz de los coeficientes A.. Convendremos en que A actia sobre las
coordenadas r como si éste fuera una matriz columna. Es facil ver que con esta
notacion, las ecuaciones (1.6) y (1.8) se escriben:

r = Ar (1.10)
AN = | (1.11)



en donde AT es la transpuesta de A e | es la matriz unidad.

El cambio mas general de sistemas de referencia en un espacio euclideo es una
translacién compuesta con una rotacion. Si el segundo sistema de referencia se
mueve repecto del primero ambas transformaciones seran funciones del tiempo.
Sin embargo, las transformaciones no quedan especificadas pues cada sistema de
referencia tiene su propio parametro temporal. Admitiremos, sin embargo, que es
posible elegir los tiempos de modo que intervalos correspondientes sean iguales
en todos los sistemas de referencia:

At = At (1.12)

Esta es otra hipotesis cuyos limites de validez deben examinarse en el contexto
de la fisica relativista. En las condiciones que se presentan para la mayor parte de
las aplicaciones de la mecénica, la ecuacién (1.12) es una aproximacién excelente.
Finalmente, definiremos la operacién de traslacion temporal como:

t'=1t—tg (1.13)

que completa el cambio de sistemas de referencia.

1.1.3. Grupos y geometrias

En la seccion anterior hemos visto que traslaciones y rotaciones conservan
la distancia entre dos puntos d(P, Q). Esta importante propiedad de invarianza
significa que esta cantidad es un objeto geométrico, independiente de la eleccion
del sistema de coordenadas. En esta seccién vamos a generalizar esta propiedad.

Consideremos, por ejemplo, la ecuaciéon paramétrica de una recta con cosenos
directores representados por el versor n:

r = ro + it (1.14)

Bajo una rotacién de coordenadas, los vectores de la ecuacion (1.14) se trans-
forman con la regla (1.10). La nueva ecuacién de la recta, pues, se obtiene mul-
tiplicando (1.14) por A:

v =ry+1n't (1.15)

y la ecuacién de la recta conserva su forma cuando se cambian las coordenadas.
Esta propiedad se llama la covarianza de la ecuacion y expresa el hecho de que
la recta es un objeto geométrico, independiente del sistema de coordenadas uti-
lizado para describirlo. Esta propiedad es general: las ecuaciones que describen
objetos geométricos, tales como las trayectorias de las particulas, deben ser in-
dependientes del sistema de coordenadas elegido y por lo tanto deben describirse
con ecuaciones covariantes.

Podemos expresar el resultado anterior con mayor precisién si recordamos la
nocién de grupo. Se llama asi a un conjunto G, entre cuyos elementos esta definida
una operacién binaria ®, la ley de multiplicacion del grupo, que satisface las
propiedades siguientes:
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®|I R R
I'[T R R
R|R R I
R|R I R

Cuadro 1.1: Tabla de multiplicacién de Cy

1. Sigi, g2 € Gentonces g1 ® go € G
2. La operacién ® es asociativa.

3. Existe un elemento neutro (o unidad) con la propiedad:

ERg=9gRQe=4g

4. Para cada elemento g del grupo existe un elemnto inverso ¢—* tal que:

g R®g=g®g =€

Un subgrupo ‘H C G es un subconjunto de G que a su vez forma grupo.

Un ejemplo sencillo de grupo es el grupo Cj, formado por tres elementos
(I, R, R') con la tabla de multiplicacién indicada en la Tabla 1.1. Es claro en este
ejemplo que I es el elemento unidad de C5 y que R’ = R™1.

Para la mecénica (y para la geometria) Mucho més interesante que la nocién
abstracta de grupo es la nocién de accion de un grupo sobre una variadad di-
ferenciable. Diremos que un grupo G actia sobre un conjunto X si existe una
funcion 6 : G x X — X que satisface las dos condiciones siguientes:

1. Si e es el elemento unidad de G, entonces para todo x € X:

Ole,x) =x

2. Sig, g2 €3G, entonces para todo z € X:
8(91 X go, LL’) - 0(917 0(927 I))

Usualmente, se escribe gz = (g, ) y se dice que g actiia como un operador
sobre z. Un grupo que acttia sobre un conjunto X se llama un grupo de transfor-
maciones sobre X. La Figura 1.3 muestra la accién de C5 sobre el plano euclideo
como grupo de rotaciones de un triangulo equilatero.

Las transformaciones de coordenadas forman, evidentemente, grupos: el grupo
de rotaciones y el de translaciones. Ambos son subgrupos del grupo euclideo: el
grupo de transformaciones que conserva la distancia entre dos puntos. Podemos

11



Figura 1.3: Rotaciones de un triangulo equlatero
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Figura 1.4: Transformaciones de coordenadas: Boosts

ahora dar un criterio para definir un objeto geométrico: es un subconjunto del
espacio cuyas ecuaciones son covariantes bajo el grupo euclideo.

El programa de Erlangen, propuesto por Félix Klein a fines del siglo XIX, pro-
puso clasificar las geometrias a través de los grupos de invarianza que admitian.
Asi, la geometria euclidea esta caracterizada por el grupo euclideo, su invariante
fundamental es la distancia entre puntos y las ecuaciones covariantes describen
objetos geométricos con propiedades métricas. En la geometria proyectiva el gru-
po correspondiente es el proyectivo, el invariante es la razén anarmoénica y las
ecuaciones covariantes describen objetos con propiedades proyectivas. En lo que
sigue generalizaremos esta afirmacién: las leyes de la mecéanica las elegiremos de
modo que sean covariantes bajo un grupo mas amplio, el grupo de Galileo.

1.1.4. Sistemas inerciales

Hay una clase particular de sistemas de referencia, los sistemas inerciales,
importante porque en ellos las leyes del movimiento toman una forma sencilla.
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Intuitivamente, los sistemas inerciales se caracterizan porque una particula ais-
lada (a distancias muy grandes de cualquier otro cuerpo) se mueve respecto de
ellos con velocidad constante. Un sistema de referencia que se mueve con velo-
cidad constante respecto de las estrellas fijas es una buena aproximacion a un
sistema inercial. La corteza terrestre no lo es pues las estrellas (que podemos
considerar como particulas aisladas) describen circunferencias respecto de la cor-
teza terrestre. Sin embargo, durante un intervalo mucho menor que un dia la
trayectoria de la estrella se sonfunde con la tangente y durante esos intervalos la
corteza terrestre se comporta como un sistema inercial.

Sean S y S’ dos sistemas inerciales; los ejes de S’ no pueden rotar en funcién
del tiempo respecto de S pues entonces una particula en reposo respecto de S no
se movera con velocidad constante respecto de S’. El inico movimiento admisible
es una traslaciéon de S’ respecto de S con velocidad constante. Es facil hallar la
ley de transformacion entre ambos sistemas inerciales en el caso particular en que
los ejes correspondientes son paralelos. Si el origen de S’ se mueve con velocidad
V respecto de S, (y si el origen de los tiempos coincide) hallamos:

r = r—Vit (1.16)
t =t (1.17)

Estas ecuaciones definen la transformacion de Galileo entre dos sistemas iner-
ciales. Obviamente, forman un grupo conmutativo. El grupo formado por las
rotaciones, traslaciones, traslaciones temporales y transformaciones de Galileo
transforma sistemas inerciales en sistemas inerciales y se llama el grupo de Ga-
lileo. Podemos ahora caracterizar rigurosamente a los sistemas inerciales: es la
clase de sistemas de referencia cerrada respecto del grupo de Galileo.

Estamos ahora en condiciones de enunciar un nuevo principio: el principio de
relatividad de Galileo:

Principio 1.3 (Relatividad Galileana).
Las leyes de la mecdnica son covariantes bajo el grupo de Galileo.

Hemos definido los sistemas inerciales a partir de sus propiedades de trans-
formacion, pero ninguna de nuestras hipotesis supone la existencia de un sistema
inercial. Por lo tanto, admitiremos que existe al menos un sistema inercial. Esta
hipétesis es una versién moderna del “Principio de inercia” formulado por Galileo
y Newton.

Principio 1.4 (Inercia).
FExiste un sistema inercial.
Problemas 1.1

Problema 1.1.1.
La aceleracion de una particula puede descomponerse en la aceleracion tangencial,
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paralela a la velocidad, y la aceleracion centripeta, perpendicular a la anterior.
Probar que esta tltima es igual a v?/p, con p el radio de curvatura de la trayec-
toria.

Problema 1.1.2.
Hallar la matriz de rotacion en el caso de una rotacién plana alrededor del eje z.

Problema 1.1.3.
Probar que la distancia entre dos puntos es un invariante bajo transfomaciones

de Galileo.

Problema 1.1.4.
Probar que la transformacién més general de Galileo es un “empujon” de veloci-
dad V, seguido de una rotacion de ejes.

Problema 1.1.5.
El sistema inercial S” se mueve con velocidad constante U respecto de S’. Hallar
la transformacién de Galileo entre S y S”.

1.2. La ley dinamica

En la seccion anterior hemos dado elementos cinematicos basicos para la des-
cripcién del movimiento. Pasemos a enunciar las leyes que lo rigen.

1.2.1. Fuerzas

La nocién de fuerza, como las de espacio y tiempo, es primitiva en la teoria
y una idealizacién de la idea sencilla de esfuerzo muscular. Dado su caracter
direccional, representaremos una fuerza con un vector F y diremos que esa fuerza
actia sobre una particula dada.

La fuerza que actia sobre la particula a, digamos, esta producida por otras
particulas cercanas. Llamaremos fuerza total sobre la particula a la suma vectorial
de las fuerzas producidas por la presencia de otras particulas:

Principio 1.5 (Superposicién de fuerzas).
F,=)» Fu (1.18)
b

en donde F;, es la fuerza que la particula b produce sobre la a.

El principio de superposicién de fuerzas afirma que la presencia de otras
particulas no altera la fuerza entre dos particulas dadas en el sistema. La va-
lidez de esta hipdtesis depende de cuan buena sea la aproximacién de punto
material. En cuerpos finitos cargados (tales como una molécula) la presencia de
otros cuerpos alterard la distribucion de carga y la fuerza total sobre un atomo
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Figura 1.5: Acciéon y Reaccién

dentro de una molécula no puede representarse por una suma de fuerzas entre
pares.

Si nos limitamos a particulas, podemos afirmar mucho mas sobre las fuerzas
entre ellas. La particula a ejercera una fuerza sobre la b y viceversa. El principio
de accion y reaccion afirma que esas fuerzas son del mismo modulo, de sentido
opuesto y actian en la direccién de la recta que une ambas particulas:

Principio 1.6 (Accién y reaccién).

Fab = _Fba - f(rab)rab (119)

Las fuerzas opuestas se llaman, naturalmente, acciéon y reaccién. Un ejemplo
no muy divertido del principio de accion y reaccién es el dolor que se siente al
darle un puntapié a un adoquin con el pie desnudo, que es consecuencia de las
fuerzas que ejerce la piedra sobre el pie, iguales y opuestas a la que el pie ejerce
sobre la piedra.

El principio de accién y reaccién es una consecuencia del principio de rela-
tividad de Galileo. En efecto, supongamos que las fuerzas dependen soélo de las
coordenadas y no de las velocidades de las particulas. Puesto que F,;, debe ser
una combinacién lineal de los vectores admisibles en el sistema: r, yry. Sin embar-
go, la unica combinacién lineal invariante es r,, = r, — 1. El coeficiente de esta
combinacion lineal s6lo puede depender de r,, por covarianza bajo rotaciones y
por lo tanto llegamos a la forma:

Fab = f(rab)rab (120)

que implica el principio de accién y reaccion. Mencionemos, finalmente, que las
fuerzas de la fomra (1.20) se llaman fuerzas centrales.
Las fuerzas centrales son importantes pues se presentan con mucha frecuencia
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en la naturaleza. Las mas conocidas son las fuerzas gravitacional y electrostatica:

mm/

Fy = -Gy

ST (1.21)
qq’
Fo = 5T (1.22)

pero muchas otras interacciones pueden aproximarse por fuerzas centrales. Por
ejemplo, las fuerzas intermoleculares pueden aproximarse por la fuerza de Lennard-

Jones:
Fo, = % {12 (%)13 —6 (%)7] r (1.23)

mientras que las fuerzas que mantienen unidos a los atomos en una molécula
pueden aproximarse por la fuerza de Morse:

2v r—T| T—T
FM:—0<62<GO) e a0>)r (1.24)

ar

Un ejemplo muy importante de fuerzas que no cumplen el principio de accién
y reaccion son las fuerzas electromagnéticas. Una particula de carga eléctrica g
en un campo electromagnético sufrird la fuerza de Lorentz:

F,=¢E+ v AB (1.25)
C

Dadas dos particulas cargadas, la fuerza que cada una ejerce sobre la otra no
tienen en general direcciones opuestas.

1.2.2. Las ecuaciones de movimiento

Nuestro iltimo paso para determinar las leyes dinamicas serd establecer las
ecuaciones del movimiento del sistema. Estas ecuaciones relacionaran las magni-
tudes cinematicas (velocidad, aceleracion...) de una particula con las fuerzas que
actuan sobre ella. Nos guiara el principio de relatividad galileana.

Consideremos un sistema de N particulas que interactian a través de fuerzas
centrales. Al establecer la ecuacién (1.20) probamos que las fuerzas centrales son
covariantes de Galileo. Esto sugiere escribir las ecuaciones de movimiento del
sistema en la forma:

pa = Fa (126>

en donde F, es la fuerza sobre la a-ésima particula y p, se llama el impulso o
cantidad de movimiento de la misma.

Para elegir a p, observemos que la ley (1.26) debe ser covariante bajo trans-
formaciones de Galileo (1.16). Como p, es una propiedad de la particula, exami-
nemos el caso particular de una particula aislada. en ese caso F, = 0, p, debe
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ser constante. El tinico vector cinematico disponible para una particula aislada
es su velocidad, y por lo tanto:

Pa = MyTy (1.27)

donde m, es una constante positiva, caracteristica de la particula, llamada su
masa.

Las ecuaciones (1.26) y (1.27) representan la ley dinamica y son la clave de
la mecénica. Juntas, constituyen el enunciado del principio de masa:

Principio 1.7 (Masa).
El movimiento de un sistema de particulas satisface las ecuaciones (1.26) y

(1.27).

Sustituyendo (1.27) en (1.26) obtenemos la forma usual de la ley de movi-
miento, también llamada la 2.% ley de Newton:

Mate = F, (1.28)

Las ecuaciones (1.28) constituyen un sistema de 3N ecuaciones diferenciales
acopladas cuya solucion describe las trayectorias de las N particulas. Como se tra-
ta de ecuaciones de 2.° orden, sus soluciones estaran determinadas si se especifican
2N constantes vectoriales que pueden elegirse como las posiciones y velocidades
de las particulas en un instante dado t3. Una vez conocidas estas condiciones
iniciales, las ecuaciones (1.28) determinan en forma tnica las trayectorias.

1.2.3. Fuerzas externas

Aunque la estructura del sistema (1.28) es terriblemente compleja, en algunas
circunstancias pueden introducirse notables simplificaciones. Un ejemplo ocurre
cuando hay en el sistema un cuerpo cuya masa M, sea mucho mayor que las otras
masas: My > m,. Las ecuaciones (1.28) muestran que la aceleracién ¥y serd mu-
cho menor que la acelaracion tipca del resto de las particulas. Si despreciamos
esta aceleracion, desaparece una de las ecuaciones diferenciales del sistema y po-
demos elegir como sistema de referencia aquel sistema inercial en que el cuerpo
masivo esta en reposo. Diremos que la fuerza F o es una fuerza externa que actia
sobre la particula a. Cuando esto ocurre, es posible despreciar las fuerzas entre
las particulas livianas y obtener asi un sistema de N ecuaciones diferenciales de-
sacopladas, mucho mas sencillo de resolver que el primitivo. Tal es el caso, por
ejemplo, de la Tierra. Su masa es muy grande y la fuerza de gravedad suele pre-
dominar sobre otras fuerzas en juego. Lo mismo ocurre en el caso del movimiento
planetario donde, en primera aproximacién, es posible despreciar la aceleracion
del Sol y las interacciones entre los planetas.

Otro ejemplo de fuerza externa aparece cuando las particulas livianas son
muy numerosas, tal como las moléculas de un gas o de un sélido. Es imposible

17



describir en detalle la fuerza que ejercen sobre un cuerpo macroscopico, pero se
puede reemplazar a ésta por una fuerza externa efectiva que puede determinarse
ya sea experimentalmente o por otras consideraciones tedricas. La ecuacién de
movimiento de la particula pesada tomara, pues, la forma:

mot = Fegy(r, v) (1.29)

Un ejemplo importante de este tipo de fuerzas son las fuerzas de rozamiento, que
dependen de la velocidad. Estas fuerzas aparecen por transferencia de impulso
de la particula pesada a las moléculas del medio que la rodea. Para un cuerpo
que se mueve en el aire (proyectil) la fuerza depende linealmente de la velocidad
(roce viscoso) si esta es muy pequena y cuadraticamente (roce hidrodindmico) si
es mayor.

1.2.4. Determinacion de las constantes

Las 6N constantes de integracién (r,(to), va(to)) determinan las trayectorias
de las particulas si se conocen las fuerzas que actian sobre ellas. Tal es el caso, por
ejemplo, de la artilleria, donde se tiene una buena estimaciéon de ambas cosas. Pero
en muchos casos se desconocen tanto las condiciones iniciales como las fuerzas que
actuan sobre el sistema y es necesario determinarlas a partir de las observaciones.

Consideremos un conjunto de observaciones de una trayectoria. Las coorde-
nadas y velocidades de un punto material no son cantidades directamente ob-
servables, pues dependen de la eleccion del sistema de referencia. En su lugar,
se observan otras cantidades auxiliares £(t), que pueden calcularse a partir de la
trayectoria. En el caso del movimiento planetario, estas observaciones son comun-
mente las coordenadas angulares del planeta «,d en un sistema de coordenadas
esféricas dado. Estas coordenadas son funciones complicadas de la trayectoria r(t)
del planeta y de la trayectoria de la Tierra. Algunas veces se dispone de ecos de
radar que proporcionan, ademas, la distancia y la velocidad radial del planeta,
respecto del observatorio.

Llamemos &; al conjunto de N, observaciones de estas magnitudes. Supon-
gamos, ademds, que disponemos de una trayectoria aproximada ry(t), calculada
con condiciones iniciales aproximadas (ro(to), vo(to)) y con fuerzas aproximadas
Fy(r,v). Sea &, el conjunto de magnitudes calculadas con esta trayectoria apro-
ximada. Se llaman residuos O-C' a las cantidades:

ni =& — &o; (1.30)
Los residuos O-C pueden atribuirse a varias causas:

1. discrepancias entre las condiciones iniciales de la trayectoria real y la tra-
yectoria aproximada;

2. las diferencias entre la fuerza real y la fuerza supuesta;
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3. errores de observacion.

Las dos primeras causas pueden corregirse si se cambian un poco las condi-
ciones iniciales o los parametros que describen la fuerza. En total, tendremos M
parametros ¢; para corregir usando las NN, observaciones, y llamemos

5Cj = Cj — CjO

a las correcciones a aplicar. Es facil ver que los residuos O-C pueden escribirse
como combinaciones lineales de las correcciones a los parametros:

mitE=y agfécj (1.31)

en donde ¢; representa los errores de la i-ésima observacion. Las derivadas par-
ciales son soluciones de las ecuaciones variacionales:

5 = 5 (%) (1.32)

con distintas condiciones iniciales. En casos interesantes, pueden calcularse analiti-
camente.

Las ecuaciones (1.31) se llaman las ecuaciones de condicion del problema. Por
lo general N, > M y el sistema de ecuaciones lineales esta sobredeterminado. En
le método de cuadrados minimos, las correcciones dc; se eligen de manera que la
suma de los cuadrados de los errores

No
X=> ¢ (1.33)
=1

sea minima.

1.3. Ejemplos

Examinemos algunos ejemplos sencillos de aplicacién de la ley dindmica (1.28).
Nos limitaremos al caso de particulas que se mueven bajo la accién de fuerzas
externas.

1.3.1. Caida de los cuerpos

Se suelta un cuerpo desde una altura h sobre el piso. Se desea hallar su trayec-
toria z(t). Elijamos el eje z perpendicular al piso, con el origen de coordenadas
en el mismo (Figura 1.6). La ley de Newton (1.28) se escribe:

mz = —mg (1.34)
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Figura 1.6: Caida de los cuerpos

o, simplificando:

Z=—g (1.35)
Esta ecuacién diferencial se integra inmediatamente con el resultado:
1
z:a+bt+§gt2 (1.36)

donde a y b son constantes de integracion. Podemos expresarlas en funcién de las
condiciones iniciales de nuestro problema. Sea t = 0 el instante en que se suelta
el cuerpo. Nuestras condiciones iniciales son:

2(0) =a =h
200) =b =0
y finalmente obtenemos:
1
z2=h-— §gt2 (1.37)

que es la ley de Galileo de caida de los cuerpos.

Aclaremos, ante todo, que esta no es la forma en que se determinan las cons-
tantes de integracién cuando se analizan resultados experimentales. Por ejemplo,
cuando se determina la aceleracion local de la gravedad g, se deja caer un cuer-
po en el vacio y se mide su velocidad en funcién del tiempo con el corrimiento
Doppler de un haz de laser?. Se obtiene, como resultado, una sucesién de valores
de la velocidad v; (afectados de cierto error ¢;) y los correspondientes tiempos
de medicién t; (cuyos errores se suponen muy pequenos). Sea N el nimero de
valores medidos; disponemos, pues, de N ecuaciones de condicion en la forma:

Vg + gtl =v; + € (138)

Estas ecuaciones pueden resolvese con el método de cuadrados minimos (Sec-
cién 1.2.4) para determinar los pardmetros del modelo vq y g.

2También puede medirse su posicién midiendo, por ejemplo, el retardo de un eco actstico.
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Figura 1.7: Caida de los cuerpos: z en funciéon de ¢.

1.3.2. El oscilador armonico

Se llama asi a un sistema constituido de una particula sobre la que actia una
fuerza externa proporcional al apartamiento de un punto que tomaremos como
origen:

F=—ka (1.39)

en donde k es la constante de proporcionalidad. Un cuerpo sujeto a un resorte o
colgado de un hilo elastico es una buena aproximaciéon a un oscilador armédnico.
Supondremos que el movimiento se efectia sélo a lo largo del eje x.

La ecuacion diferencial del movimiento se obtiene de la tercera ley de Newton

Figura 1.8: Un modelo de oscilador arménico
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(1.28):
mi = —kx (1.40)

o también:
i+ wir=0 (1.41)

en donde w = /k/m se llama la pulsacion o frecuencia angular del oscilador. Sin
embargo, y siguiendo la costumbre en fisica tedrica, la llamaremos sencillamente
frecuencia.

Existe un método muy elegante para resolver la ecuacién (1.41), debido a
d’Alembert. Ecuaciones diferenciales como ésta, donde la funcién incégnita y sus
derivadas aparecen elevadas sélo a la primera potencia, se llaman ecuaciones dife-
renciales lineales. Para ellas vale el principio de superposicion: una combinacion
lineal de soluciones también es solucion de la ecuacién. Buscaremos, pues, solucio-
nes particulares de (1.41) y luego formaremos combinaciones lineales para hallar
la solucién general. La propuesta de d’Alembert es buscar soluciones particulares
de forma exponencial:

T = AeM (1.42)

en donde A es un parametro a determinar.
Sustituyendo en (1.41) hallamos la ecuacion caracteristica:

M4+ w? =0 (1.43)

cuyas soluciones son:
A=+dw (1.44)

Hemos obetnido dos soluciones independientes de (1.41), que corresponden a
los dos signos en (1.44), y la solucién general la obtenemos en la forma:

r = Ae™" + Be ™! (1.45)

y como x debe ser real las constantes complejas deben cumplir A = B*. La
constante A puede obtenerse a partir de las condiciones iniciales:

z(0) = x
.Q?(O) =
y un calculo sencillo conduce a:
1
A= <x0 . z%) (1.46)

Una forma compacta de la solucién la obtenemos escribiendo:

A= %Oe—w (1.47)
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x(t)

Figura 1.9: Oscilador arménico: z en funcién de ¢.

donde la amplitud C'y la fase ¢ se expresan en funcién de las condiciones iniciales:

2 3
tan ¢ = —2 (1.48b)
Tow

De esta manera obtememos la expresion habitual de la elongacion del oscila-
dor:

x = Ccos(wt — @) (1.49)

Esta ultima ecuacion muestra con claridad el cardcter oscilatorio del movi-
miento.

1.3.3. El cohete

Un problema interesante, porque analiza el movimiento de un sistema con
masa variable, es el del cohete. Supongamos que estd en el espacio, libre de
fuerzas, y que su masa inicial (carga util mas combustible) es M. El cohete avanza
arrojando gas hacia atrds, a una velocidad v, y la pérdida de masa M = —pu es
una funciéon que puede controlarse.
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Figura 1.10: Cohete interplanetario

Para aplicar la 2.2 ley de Newton, es necesario calcular la variacion total del
impulso del cuerpo: debido a la pérdida de masa y a la fuerza externa:

p(t +dt) = (M +dM)(v+ dv) + pdt(v — v,) (1.50)

y por lo tanto, obtenemos:

que puede simplificarse en la forma:
Mo = —Muv, (1.51)

Esta tultima es la ecuacion del cohete. Es, obviamente, invariante bajo trans-
fomaciones de Galileo. Observemos que la masa total del sistema, cohete y gases
expelidos se conserva. La solucién de la ecuacion del cohete es sencilla:

M,
v:vo—l—velnﬁo (1.52)

Para lograr una velocidad final importante, es necesario expeler una gran cantidad
de materia a gran velocidad.

1.3.4. Movimiento en un campo magnético

Examinemos el movimiento de una particula de masa m y carga ¢ en un
campo magnético constante B. Aplicando la segunda ley de Newton (1.28) y la
fuerza de Lorentz (1.25) hallamos la ecuacién de movimiento:

mv = v AB (1.53)

Cc
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Figura 1.11: Trayectoria en un campo magnético

Puesto que se trata de una ecuacion lineal con coeficientes constantes, se
puede usar el método de d’Alembert para buscar una solucion. Elijamos nuestro
sistema de coordenadas de modo que el eje z sea paralelo al campo magnético:

B = Bok
Con esta eleccion las ecuaciones de movimiento se simplifican:

. q
. = ——DB 1.54
v me 0% ( )
. q

= —~ By, 1.55
Uy me oY ( )
v, = 0 (1.56)

Se simplifica aiin més el sistema si intoducimos la variable

0 = vy + 10,
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en donde ¢ = v/—1 es la unidad imaginaria. Las ecuaciones (1.54) y (1.55) se
combinan en: _
b =i-L Byo (1.57)

Esta tltima ecuacién se puede resolver con la sustitucién de d’Alembert:

que proporciona:
A =i =i-LB, (1.58)
mc

en donde €2, se llama frecuencia de Larmor. En forma inmediata hallamos, para
la velocidad y la posicion:

iQrt

>
|

@06

UV, = Uz

. o

7,,()_,[_ elQLt
L

Z = 2o+ vt

3>
I

La particula describe una hélice circular de eje paralelo al campo magnético.

Problemas 1.3

Problema 1.3.1.
Una particula de masa m cae en un medio viscoso y sufre la acciéon de una
fuerza proporcional a la velocidad. Discutir el movimiento del proyectil y hallar
la velocidad limite.

Problema 1.3.2.
Se dispara un proyectil en el vacio, con una velocidad vy, formado un angulo 6,
con la horizontal. Hallar la trayectoria del proyectil.

Problema 1.3.3.
Resolver el problema anterior cuando el proyectil se mueve en un medio viscoso,
con una fuerza de roce proporcional a la velocidad.

Problema 1.3.4.
Estudiar el movimiento de un oscilador arménico sometido a una fuerza constante.

Problema 1.3.5.
Estudiar el movimiento de un cohete que se mueve verticalmente, bajo la accion
de la gravedad.
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Figura 1.12: Caminos de integracion

1.4. Energia

La resolucion de las ecuaciones de movimiento se simplifica enormemente
cuando existen funciones de las coordenadas y las velocidades llamadas integrales
primeras. Su presencia esta conectada, como lo veremos posteriormente, con la
existencia de simetrias en el sistema y de leyes de conservacién. Cada integral
primera enuncia una ley de conservacion para una determinada magnitud. En
esta seccion introduciremos la mas importante de estas cantidades conservadas:
la energia.

1.4.1. Fuerzas conservativas

Consideremos una particula que se mueve bajo la accién de una fuerza externa
F. La ecuaciéon de movimiento es:

p=F (1.59)

Llamaremos trabajo realizado por la fuerza a lo largo de una curva C a la
cantidad:

Wis[C] = /CF - dr (1.60)

en donde el camino de integracién conecta los puntos r; y ro (Figura 1.12). Si
multiplicamos escalarmente la ecuacién de movimiento (1.59) por dr e integramos
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a lo largo de la trayectoria de una particula, obtenemos:

Wiy = /f)~dr
c

= /V-dV
c

1
= om (B -})

Introduzcamos ahora la energia cinética de la particula como:

1
T = Zmu?
2mv

y con esta definicion obtenemos el teorema trabajo-energia cinética:

(1.61)

W12 == T2 - Tl (162)

El teorema afirma, sencillamente, que el cambio de energia cinética de la
particula es igual al trabajo realizado por la fuerza. Este teorema, una consecuen-
cia sencilla de la ecuacién de movimiento (1.59), es en realidad muy profundo.
Aunque es muy general, sus consecuencias mas importantes se obtienen en el caso
particular de fuerzas conservativas. Se llaman asi aquellas para las que el trabajo
realizado sobre toda curva cerrada es cero:

J([F-dr:o (1.63)

No todas las fuerzas cumples esta condicion. Por ejemplo, las fuerzas de roce
producen siempre trabajo positivo y su integral sobre un camino cerrado no puede
anularse. Sin embargo, las fuerzas conservativas abundan en la naturaleza y las
estudiaremos en lo que sigue. Un ejemplo importante de ellas son las fuerzas
centrales (Problema 1.4.3).

El trabajo realizado por una fuerza conservativa no depende del camino de in-
tegracién que se use para calcularlo. En efecto, si descomponemos una trayectoria
cerrada en dos caminos (Figura 1.12) C y C’ tendremos:

%F-dr:/F-dr—k/F-dr:O
C c/

e invirtiendo el sentido de la segunda integral:

/F-dr—/F~dr—W12
C c’

Puesto que el trabajo depende de los puntos inicial y final de la trayectoria,
debe ser igual a la diferencia de los valores de una funcién en los puntos ry y ro:

Wi = Vi — Vi (1.64)
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Esta funcién se llama energia potencial de la particula o también potencial
de la fuerza. Si sustituimos (1.64) en el teorema trabajo-energia cinética (1.62)
obtenemos la ley de conservacion de la energia:

Ti+Vi=To+Vo=E (1.65)

La cantidad E se llama la energia total del sistema y el teorema afirma que
es invariante durante el movimiento.

La ley de conservacion de la energia es una de las mas importantes de la fisica.
Ampliando adecuadamente la nocién de energia, es valida para todos los fenéme-
nos fisicos. En el caso de la mecdnica, su importancia estriba en que reemplaza la
ecuacién diferencial de 2.° orden (1.59) por la ecuacién de 1.° orden (1.65), que
es una integral primera de las ecuaciones de movimiento. La energia total es una
constante determinada por las condiciones iniciales del problema. Observemos,
sin embargo, que tanto la energia potencial como la energia total estan definidas
a menos de una constante arbitraria. Esta constante queda determinada eligiendo
el valor de la energia potencial en un punto cualquiera O:

r
V(r) = —/ F -dr (1.66)
o)
El punto O puede elegirse arbitrariamente. Si la fuerza F tiende a cero sufi-
cientemente rapido cuando r — oo, es usual elegirlo como un punto en el infinito.
Si se conoce la energia potencial V' la fuerza queda determinada por la ecua-
cién:
F=-VV (1.67)
Finalmente, escribamos la condicién para que una fuerza sea conservativa en
forma diferencial. Usando el teorema de Stokes

%F-dr:/V/\FdU (1.68)
>

en donde ¥ es una superficie limitada por la curva cerrada, hallamos la condicién
diferencial:
VAF=0 (1.69)

en todos los puntos del espacio.

1.4.2. Movimiento unidimensional

Apliquemos la conservacién de la energia al problema del movimiento de una
particula a lo largo del eje x bajo la accién de una fuerza externa que dependa

unicamente de la posicion:
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En ese caso la fuerza es siempre conservativa, con un potencial:

V(z) = —/f(x)dx (1.71)

Utilizando la ley de conservacién de la energia (1.65), hallamos de inmediato:

%9’52 +V(z)=FE (1.72)

Esta ecuacién se integra de inmediato, despejando la velocidad. Obtenemos:

t—to—\/g/ﬁ (1.73)

y esta ecuacion resuelve completamente el problema planteado. El instante inicial
to v la energia total £/ son dos constantes de integracion que pueden determinarse
a partir de las condiciones iniciales.

Por ejemplo, el problema del oscilador arménico (Seccién 1.3.2) puede resol-
verse en forma muy sencilla usando la ecuacién de la energia. La energia potencial
del problema es:

1
V= §mw2$2 (1.74)

y por lo tanto la ecuacién (1.73) toma la forma:

t—t —,/@/ dr
’ 2 @/E—%mw%z

La integral se calcula facilmente:

1 wx
t—1ty= —arccos | —— 1.76
T w <\/2E/m> (1.76)

(1.75)

y el resultado final es:

x = 7'25/”1 cos[w(t — to)] (1.77)

que coincide con la ecuacién (1.49) si definimos:
Lo 5o
E = gmw C

¢ = wito

Atn sin llevar a cabo la integracion es posible describir en forma cualitativa el
movimiento con la ayuda de la ecuacion de la energia. Por ejemplo, describamos
el movimiento de una particula en el potencial de la figura Figura 1.13.
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Figura 1.13: Un potencial arbitrario

Como la energia cinética es una cantidad positiva, el movimiento puede efec-
tuarse solamente en las regiones en que £ > V. Estas regiones dependen del
valor de la energia. Cuando la energia sea igual a F; habra dos regiones finitas
een donde es posible el movimiento; cuando sea E5 habra una sola y para el caso
E = FEj5 la particula puede alejarse indefinidamente del origen. Los puntos que
limitan las regiones finitas, tales como A o B se llaman puntos de retroceso; en
ellos se cumple:

FE = V(xA)

y la energia cinética se anula. por otra parte, en los puntos donde el potencial
tiene un extremo, tal como D, E o F, se anula la fuerza y se llaman puntos de
equilibrio. En estos puntos la energia cinética es un extremo.

El movimiento se efectiia intercambiando energia cinética y potencial. Por
ejemplo, una particula que se encuentre en el punto A, con energia total FEs,
comenzara a moverse hacia B aumentando su energia cinética a expensas de la
potencial. A partir del punto de equilibrio D, comenzard a disminuir su energia
cinética hasta llegar al punto F' y luego esta comenzara a aumentar. . .

Cuando el movimiento se efectiia en una regién finita del espacio, tal como
el intervalo [z 4, zg], el movimiento es periddico. El periodo es el tiempo de ida i
vuelta entre los puntos de retroceso y es igual a:

- 2@/:9 \/Eiizivm (1.78)
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y es, en general, una funcién de la energia. Esta es la propiedad mas importante en
un movimiento unidimensional acotado y puede calcularse secillamente a partir
de la ecuacion (1.78).

Problemas 1.4

Problema 1.4.1.
;Es conservativa la fuerza K (221 + y2j + 2z2k)? Si lo es, hallar el potencial corres-
pondiente.

Problema 1.4.2.
Lo mismo para la fuerza K (xyi+ yzj + zxk)

Problema 1.4.3.
Probar que las fuerzas centrales son conservativas. Mostrar que pueden escribirse
en la forma:

dVr
F=——-=-
dr r

Problema 1.4.4.
Hallar los potenciales para las fuerzas de Lennard-Jones (1.23) y de Morse (1.24).
Problema 1.4.5.
Estudiar la caida de los cuerpos (Seccién 1.3.1) con la ecuacién de la energfa.
Problema 1.4.6.
Analizar el movimiento de una particula en el potencial:

L, o
reslover analiticamente el problema y discutir cualitativamente la solucion.

Problema 1.4.7.

Una particula se mueve bajo la accién de una fuerza cuyo potencial es — 2 —%

2 cosh?(az)

1. Determinar las regiones de movimiento finito e infinito.

2. Reslover analiticamente el problema.

Problema 1.4.8.
Hallar el periodo de oscilacién para el mismo sistema.

1.5. Teoremas de conservacion

En la seccién anterior hemos discutido la ley de conservacion de la energia
mecanica para una particula. De ella se obtiene una integral primera de las ecua-
ciones de movimiento que, en el caso unidimensional, es suficiente para resolver
completamente las ecuaciones de movimiento. En esta seccién discutiremos va-
rios teoremas generales que de conservacion, que prueban la existencia de otras
integrales primeras.
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1.5.1. Impulso

Probaremos ahora el teorema de conservacion del impulso. Consideremos un
sistema de NN particulas que interactiian entre si con fuerzas binarias F,, y que,
ademas, pueden sufrir la accién de fuerzas externas F,. La ley de Newton, escrita
en la forma (1.26) proporciona N ecuaciones diferenciales:

Pa = Fa—l_ZFab (179)
b#a

que describen el movimiento.
Llamaremos impulso total del sistema a la suma de los impulsos de las particu-

las:
P=> p, (1.80)

Sumando las ecuaciones (1.79) obtenemos una ecuacién para el impulso total:
P = ZF +> ) Fu (1.81)
a b#a
El dltimo término es igual a:
2.2 (Fupt Fuu) =0
a b>a

que se anula por el principio de accién y reaccién (1.19). La ecuacion resultante:
P=>"F, (1.82)

contiene como caso particular el teorema de conservacion del impulso: si el se-
gundo miembro de (1.82), la suma de las fuerzas externas, se anula, el impulso
total P se conserva. El principio de accién y reaccién es critico para la validez
del teorema.

La ecuacién 1.82 tiene la misma forma que la 2.2 ley de Newton (1.26). Pro-
bemos que es la ecuacién de movimiento para una particula ficticia: el centro de
masa del sistema. Definimos a este ultimo y a la masa total con las ecuaciones:

DMl
R = Seet (1.83)
M =) m, (1.84)

El impulso total del sistema puede expresarse como el impulso del centro de
masa;

P = MR (1.85)
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y la ecuacién (1.82) toma la forma:

2
R =F (1.86)
dt?

Hemos probado que el centro de masa de un sistema se mueve como si fuera
una particula de masa M sobre la que actuara la suma de las fuerzas externas.

Si el sistema esta aislado, existe un sistema inercial en el que el centro de
masa estd en reposo. Este sistema inercial se llama el sistema de centro de masas

o sistema CM. Si se fija el origen de coordenadas en el centro de masa, se cumple

la condicién:
> mar, =0 (1.87)

ecuacién que se suele llamar, por abuso de lenguaje, “ley de conservacion del
centro de masas”.

1.5.2. Impulso angular

El momento de una fuerza respecto del origen se define como:
T=rAF (1.88)

Intuitivamente (1.88) representa la capacidad la la fuerza para inducir ro-
taciones alrededor del origen. Existe un teorema de conservacién asociado con
los momentos de las fuerzas: el de conservacion del impulso angular. Para de-
mostrarlo, multipliquemos la ecuacién de movimiento (1.79) vectorialmente por
ry:

T APa=To AF,+ ) 1, AFy (1.89)
b#a
El primer miembro de esta ecuacion puede escribirse:

dL,
dt

) d
ra/\pa:%(ra/\pa):

en donde hemos introducido el impulso angular de la a-ésima particula:
L,=r1,/\p, (1.90)

El impulso angular total del sistema es la suma de los impulsos angulares de
las particulas:

L=) L, (1.91)

Si ahora sumamos todas las ecuaciones (1.89) hallamos:

L:Zra/\Fa—i—ZZra/\Fab

a b#a
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En el segundo miembro de esta ecuacion, el primer término es el momento
total de las fuerzas externas respecto del origen. El segundo término se anula
pues:

ro ANFop + 1y AFy, = (ra—rb)Fab:()

por el principio de accién y reaccion.
El resultado final de nuestro teorema es:

L=r (1.92)

y esta ecuacion contiene el teorema de conservacion del impulso angular: si la
suma de los momentos de las fuerzas externas respecto del origen es cero el
impulso angular se conserva.

Es importante observar que tanto el impulso angular como el momento de la
fuerza dependen de la eleccion del origen. Por ejemplo, introduzcamos coordena-
das relativas al centro de masa como:

r, = r,+R
Vo, = Vv, +V

Un céalculo sencillo muestra que el impulso angular total se descompone en
dos partes:

L=RAP+) r,Ap, (1.93)

el impulso angular respecto del cento de masas respecto del origen y el de las
particulas respecto del centro de masas. En un sistema aislado, el impulso angular
respecto del centro de masas se conserva y se anula en el sistema de centro de
masas.

Existe una profunda diferencia entre los teoremas de conservacion que acaba-
mos de mostrar. La ecuacién (1.86) muestra que sélo la accién de fuerzas externas
puede cambiar la posicion del centro de masas. No existe, en cambio, ninguna
conexion sencilla entre la orientacién de un cuerpo y el impulso angular; por lo
tanto, la ecuacién (1.92) nada nos dice sobre la posicién angular del sistema y
esta ultima puede cambiar por la accion de fuerzas internas. Un buen ejemplo de
estos son los ejercicios atléticos. Un gimnasta en la barra o el potro es capaz de
cambiar su orientaciéon angular estirando o encogiendo su cuerpo para realizar el
ejercicio y lo mismo es cierto para un clavadista en el aire. Al fin y al cabo, jlos
gatos siempre caen “de pie”!

1.5.3. Conservacion de la energia

En un sistema de particulas vale también la ley de conservacién de la energia si
tanto las fuerzas internas como las externas son conservativas. Introduciendo los
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Figura 1.14: Impusos en un choque

potenciales correspondientes a las fuerzas, hallamos la energia total del sistema:
Zmav +ZV + = Z Vi (1.94)
a,b#a

Aqui V, es la energia potencial de las fuerzas externas y Vg, la de las fuer-
zas internas. Esta expresion puede simplificarse ain si introducimos coordenadas
relativas al centro de masas. La energia cinética del sistema se descompone:

1 1 1
5 > mgvl = 5Mv2 +5 > ma, (1.95)

y de este modo la energia total se descompone también en energia del centro de
masa y la energia cinética relativa al centro de masas:

E = Ecu+ B (1.96)
1 2
Eew = MV +;va (1.97)
Bu = 23 ma? 23, (1.98)
rel 9 - al g 2ab7£a ab .

En el caso de un sistema aislado, la energia del centro de masas se anula en
el sistema de centro de masas.

1.5.4. Choques de particulas

Los teoremas de conservacién permiten simplificar problemas de mecanica y
a veces resolverlos completamente. Un ejemplo es el choque de particulas que
interactian a través de fuerzas de corto alcance. Por estas ultimas, entenderemos
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fuerzas que actian solamente cuando las particulas se encuentran a una distancia
menor que un cierto parametro a una de la otra.

Trabajaremos en el sistema CM. Sean p; y p2 los impulsos iniciales y sean p)
y ph los impulsos finales de las particulas. El impulso total del sistema (nulo en
el sistema CM) debe conservarse y por lo tanto:

p1+pP2=p)+py=0 (1.99)
De aqui deducimos:
P1 =—-P2 =P (1.100)
Py =-py =P (1.101)
(1.102)

La energia total también debe conservarse. Puesto que las fuerzas son de corto
alcance, cuando las particulas estan alejadas podemos escribir:

oo v
= 1.103
2m1 + 2m2 2m1 + 2m2 ( )
o, teniendo en cuenta las ecuaciones (1.100) y (1.101):
p?=p"° (1.104)

De estas ecuaciones deducimos que en el sistema CM en el estado final los
impulsos de las particulas son iguales y opuestos, y del mismo médulo que las
particulas incidentes. El angulo y que forman los impulsos de entrada y salida
no pude determinarse sélo aplicando los teoremas de conservacién y es necesario
resolverlas ecuaciones de movimiento para determinarlo. En el caso de movimiento
unidimensional, sin embargo, las ecuaciones (1.104), (1.100) y (1.101) resuelven
completamente el problema.

Problemas 1.5

Problema 1.5.1.
Probar el teorema de conservacion de la energia para un sistema de particulas.

Problema 1.5.2.
Dos particulas de masas m y M chocan en una dimensién. Hallar sus velocidades
finales en funcion de las velocidades iniciales vy y Vj.

Problema 1.5.3.

Supongamos ahora que la particula de masa M del Problema 1.5.2 absorbe una
cierta energia Fy y pasa a otro estado interno. Determinar la velocidad minima
de la particula de masa m para que la reaccion se produzca.
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Problema 1.5.4.
Discutir el problema de choque inelastico en el espacio.

Problema 1.5.5.

Una particula que posee una energia interna Eg y masa M se desintegra en
dos particulas, con energias internas F; y F», y masas m; y meo. Estudiar la
desintegracién en el sistema CM.
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Capitulo 2

Oscilaciones en una dimension

Por lo general, es muy dificil analizar en profundidad el comportamiento de un
sistema mecanico, pues es muy grande la riqueza y complejidad de sus ecuaciones
de movimiento. Los sistemas unidimensionales cuyo movimiento se efectiia en una
region finita del eje x forman un caso interesante, pues su comportamiento puede
analizarse con mucho detalle usando herramientas matematicas simples. Estos
sistemas oscilatorios constituyen un caso particular de los sistemas dindmicos en
dos variables, cuyo estudio se inici6 el siglo pasado y que aun no ha concluido. En
este capitulo, examinaremos brevemente la riqueza y complejidad de las soluciones
de estos sistemas dinamicos.

2.1. Oscilaciones armonicas

El problema maés sencillo de movimiento unidimensional es el movimiento osci-
latorio arménico, que ya hemos discutido (Seccién 1.3.2). Dicutamos brevemente
su origen e importancia. Una particula que se mueve en un potencial, con una
energia proxima al minimo, realiza un movimiento que puede aproximarse por un
oscilador armoénico. En efecto, cerca del minimo el potencial puede desarrollarse
en serie de Taylor en la forma:

1
V(@) =Vo+ 3V (e — w0)’

y este potecial da origen a un movimiento arménico alrededor del punto x.

Las ecuaciones diferenciales que describen sistemas dinamicos son formalmen-
te idénticas a las que describen otros sistemas fisicos. Diremos que ambos sistemas
son andlogos y la solucién de uno puede usarse para analizar el otro. Por ejemplo,
el oscilador arménico forzado es andlogo a un circuito RLC (Figura 2.1):

Li+ R+ % —V(t) (2.1)

Esta ecuacién se transforma en la del oscilador armoénico forzado con un senci-
llo ejercicio de traduccion: la masa m es andloga a la inductancia L, la constante
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Figura 2.1: Analogias dinamicas: Circuito RLC

de friccion k a la resistencia R, etc. De este modo, los resultados hallados en un
sistema mecanico pueden aplicarse al estudio de un sistema eléctrico, quimico o
bioldgico.

Examinemos ahora algunas generalizaciones importantes del movimiento ar-
monico.

2.1.1. Oscilaciones amortiguadas

Volvamos a examinar el movimiento armoénico bajo la acciéon de una fuerza
de roce viscoso:
F.=—uzx (2.2)

que es también lineal. Las fuerzas de roce viscoso son comunes en la natura-
leza. La suspensién de un automévil, que consiste en un soporte elastico y un
amortiguador viscoso, es s6lo un ejemplo cotidiano de oscilador amortiguado.
Si introducimos la cantidad A = %% la ecuacion de movimiento del oscilador
amortiguado toma la forma:

T+ 2\ +wiz =0 (2.3)

que generaliza la ecuacién (1.41). Hemos cambiado ligeramente la notacién y

aqui wy = \/k/m.

Para resolver esta ecuacién, usaremos la sustitucién de d’ Alembert en la
forma z = Ae™! y procediendo como en la Seccién 1.3.2 hallamos la ecuacién
caracteristica:

—w? + 2w+ wi =0

wy =i £y /wi — N2 (2.4)
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i I I exp(-O.S*t)*cos(lsqrt(s)lz*t)
| exp(-1.5*t)*cosh(sqrt(5)/2*t) -------
08 |
06
0.4 i
0.2 g
ob N S e __
-0.2 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
Figura 2.2: Trayectorias del oscilador amortiguado

Como antes, la soluciéon mas general del problema es una combinacién lineal
de las dos soluciones halladas:

T = A+6iw+t + A_eiw,t
en donde las constantes se determinan por las condiciones iniciales y la condicion
de realidad de la solucién:

(2.5)

z(0) =29 =AL+A_
Ty =vy =i(wyAr +w_A)
A =A"

Hay dos casos principales que pueden presentarse. Si el amortiguamiento es
grande, A > wy, las dos frecuencias (2.4) son imaginarias puras y la solucién
general (2.5) es una combinacién lineal de dos exponenciales reales y no es osci-
latoria. La particula desplazada de su posiciéon de equilibrio retorna lentamente
a la misma. Se suele llamar a este caso movimiento sobreamortiguado.
Por el contrario, si A < wy las frecuencias son complejas y el movimiento es

oscilatorio. Observemos que en presencia de rozamiento la frecuencia de oscilacion
no coincide con su valor “natural” wy. En la moderna jerga de la fisica tedrica, se

dice que las frecuencias se han renormalizado. Si el amortiguamiento es pequeno,
A < wy, la diferencia entre la frecuencia “natural” y la renormalizada w, es de

41



segundo orden en \. La amplitud de la oscilacién decrece exponencialmente con
el tiempo.

Las fuerzas de roce disipan la energia. Esta tltima es una funcién oscilante
del tiempo y es mucho mas interesante calcular el valor medio de la misma en un
periodo:

(E) = %/OTdt(;mm +;mw§x2>
= o () +h () (2.6)

Para calcular (2.6) debemos sustituir la forma real de la trayectoria del os-
cilador, pues sobre la forma compleja sélo es licito efectuar operaciones lineales:
suma, multiplicaciéon por constantes, derivacién, integracion. Sea tq = n T el tiem-
po en que comenzamos a promediar. Puesto que t; es un multiplo del periodo,
sustituiremos la parte real de (2.5) escrita en la forma:

x = Ce ™ cos(w,m — p)e Mo

para obtener:

E = — wr
(E) 8 A

L mw,C? [w? + N*(1 + cos 2¢)] [1 _ e—ﬂ} oMo (2.7)

El calculo del valor medio es sumamante simple en el caso en que el amorti-
guamiento es pequeno. Desarrollando en serie (2.7) se encuentra:

(E) ~ 1mu)fC'2 (1 - @) e~ Mo (2.8)

2 w

Cuando A < wy el primer término domina. Podemos calcular ese término
dominante de una manera muy sencilla: es igual al médulo de la forma compleja:
r = Cef)\tJrszt

(B) = gmullal (2.9)

y este importante resultado es exacto si el amortiguamiento es cero.

2.1.2. Oscilaciones forzadas

Examinemos ahora el movimiento de un oscilador sobre el que actia otra
fuerza externa: un oscilador forzado. El caso mas sencillo (y también el més
importante) es el de una fuerza periédica:

F(t) = Fycosw.t = RFye ™! (2.10)
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Figura 2.3: Amplitud y fase de la oscilaciéon estacionaria

La ley dinamica se reduce a la ecuacion:
&+ 2\T + wiz = age ! (2.11)

en donde hemos usado la notacién de la Seccién 2.1.1 y ademés hemos introducido
ay = % Para resolver este problema usaremos el principio de superposicién:
buscaremos una solucién particular de (2.11):

T, = A ! (2.12)

y la solucién general serd la suma de (2.12) y de la solucién general de la ecua-

cién homogénea (2.5). La solucién particular describe el estado estacionario del

sistema: la particula “sigue” a la excitaciéon externa, oscilando con la misma fre-

cuencia. Sustituyendo (2.12) en (2.11) hallamos para la amplitud de oscilacién:
@o

A= — (2.13)

— w2 =97
Wi — w2 — 21w,

El significado de esta ecuacién se ve con mayor claridad si se expresa la am-
plitud compleja en forma polar:

A, =C.e™™ (2.14)
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en donde C, = |A,| es la amplitud del movimiento estacionario y  se llama el
desfasaje o corrimiento de fase:

Qo

C. = (2.15)
V=B Dot
2 W,
tand = T%—wg (2.16)

La Figura 2.3 muestra la amplitud y fase tipicas de un oscilador arménico
forzado en el estado estacionario. La amplitud tiene un maximo cerca del punto
We =~ Wy, tiene un valor finito cuando w, = 0 y tiende a cero cuando w — oo. El
desfasaje 0 es siempre negativo y varia entre 0 y —7 en el intervalo (0,00). La
respuesta de oscilador esta retardada respecto de la excitacién.

El sistema esta en resonancia si w = wy. La amplitud toma un valor grande
si el amortiguamiento es pequeno:

Qo

O(WO) - 2/\(.()0

Si no hay amortiguamiento la amplitud estacionaria es infinita. La nocién de
estado estacionario carece de sentido en este caso: el sistema absorbe continua-
mente energia de la fuente externa y su amplitud transitoria crece mas alla de
todo limite.

La energia promedio almacenada en el sistema es maxima en resonancia. Po-
demos calcularla con sencillez usando la ecuacién (2.9):

a0w2

1 1
2 (w2 — w2)? + 4022

(E) = imwfca =

(2.17)

Esta funcién tiene un méximo cuando w. = wp y la energia almacenada en
resonancia es:

ap
(E) = o3
8A

En el estado estacionario la potencia absorbida por el sistema debe ser igual
a la potencia disipada. Esta iltima es igual al trabajo realizado por la fuerza de

roce por unidad de tiempo:
dE »
- = €T
a "

y la media en un periodo es:
<E> = \E)

y por lo tanto A representa el ritmo de absorciéon de energia por el sistema.

Los ejemplos de resonancia en la naturaleza son innumerables. Cualquier siste-
ma fisico capaz de oscilar entrara en resonancia si se le aplica una fuerza periédica
con el mismo periodo que la frecuencia natural de oscilacién.
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Figura 2.4: Trayectorias del oscilador forzado

La solucién general de (2.11) la obtenemos aplicando el principio de superpo-

sicion:
x(t) = ap(t) + x(t) (2.18)

en donde xp(t) es una solucién de la ecuaciéon homogénea (2.3), de la forma (2.5).
Esta solucién se denomina un transitorio. La solucion (2.18) puede interpretarse
como la superposicién de un movimiento estacionario y uno transitorio (Figura
2.4).

Cuando la fuerza no es arménica, podemos usar el método anterior repre-
sentandola como una superposicién de fuerzas sinusoidales mediante la integral
de Fourier:

F(t) = m/ dw f (w)e ™! (2.19a)
@) = o= / dtF (1) (2.19b)

en donde f(w) es la transformada de Fourier de F(t). Gracias al principio de
superposicién, cada una de las componentes de la integral (2.19a) producird una
solucién de la forma (2.12). Si introducimos la funcion de transferencia:

1

H = 2.2
() wi — w? — 2idw (2.20)
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la solucion particular de la ecuaciéon de movimiento sera:
= [ don@)f)e (221)
Te = —F— wH(w)f(w)e .
V2T J_so

2.1.3. La funcion de Green

Examinemos el movimiento de un oscilador con un forzado arbitrario F(t);
buscaremos una soluciéon general del problema sin usar la descomposicion de
Fourier (2.21). La ecuacién de movimiento correspondiente:

&+ 2% + wiz = a(t) (2.22)

en donde a(t) = F(t)/m puede resolverse usando el principio de superposicién
para representar la aceleracion externa de una forma adecuada. Examinaremos,
en primer lugar, el movimiento del oscilador bajo la accién de un golpe seco
(un “tincazo”); luego representaremos la fuerza F'(t) como una superposicién de
golpes.

Elegiremos nuestro “tincazo” como un impulso unitario; una fuerza tal que:

Av = / "oyt = 1 (2.23)

en donde 7 es un intervalo pequeno en el que actia la fuerza.
Por ejemplo, una fuerza:

e O A
F(t)_m{ 0 t<OVt>T

satisface (2.23) si vp = 1. En el limite en que 7 — 0 el golpe se hace tan seco
como sea posible, pero su intensidad, igual al drea bajo la curva F'(t), se mantiene
constante. En ese limite:

F(t) =mo(t) (2.24)

en donde 4(t) es la “funcién delta” de Dirac:
5(t) =0 t£0 (2.252)
/ S(t)dt =1 (2.25b)

La “funcién §” no es una funcién, pues las propiedades (2.25) son contradicto-
rias para funciones ordinarias, sino un objeto algo mas general llamado distribu-
cion. Son licitas todas las operaciones lineales sobre la §: multiplicacién por una
funcién regular, integracion, derivacion. La propiedad fundamental de la “fun-
cién” ¢ es la siguiente:

/ " FWs(0)dt = £(0) (2.26)
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en donde f(t) es una funcién regular.

Se puede “demostrar” esta propiedad observando que la § se anula fuera del
origen y es posible reemplazar la integracion sobre todo el eje real por una integral
sobre el intervalo (—e¢, €). Puesto que la funcién f(¢) es regular podemos escribir:

e—0

~tiw ) [ a0 = 50)

K%ﬂmwmtzlm/imw@a

De la misma manera se pueden probar otras propiedades de la “funcién” 4.

Consideremos ahora el movimiento del oscilador bajo la acciéon de una fuerza
d(t), suponiendo que estd en reposo cuando recibe el golpe. La solucién del pro-
blema planteado se llama la funcidon de Green del sistema G(t). La funcién de
Green satisface la ecuacién diferencial:

G+ 2)G +wiG =90 (2.27)

con las condiciones iniciales:
GO) = 0 (2.28a)
G(—€) = 0 (2.28b)

Integrando (2.27) alrededor del origen hallamos:
G(+e) = / G(t)dt = 1 (2.29)

es decir, que la velocidad tiene un “salto unidad” en ¢t = 0.

Las condiciones anteriores definen la funcién de Green para t > 0. Para com-
pletar su definicién al resto del tiempo, aplicaremos el principio de causalidad: el
oscilador no debe moverse antes de recibir el golpe:

G(t) =0 t<0
Es facil ver que la funcién de Green para el oscilador es igual a:

G(t) = —e Msenwt O(t) (2.30)

en donde

1 t>0
@(t):{o t<0

es la funcion de Heaveside.
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Ya en posesion de la funcién de Green se puede resolver el problema de una
fuerza general. Descompongamos esta ultima en una secuencia de golpes:

F(t) = /_00 F(r)o(t — 1)dr

o0

que es una simple consecuencia de (2.26).
Por el principio de superposicién, la solucion particular del problema es:

z(t) = %/00 F(r)G(t — 1)dr (2.31)

En realidad, debido a la condicién de causalidad, el limite superior de inte-
gracion es t. Si la fuerza empieza a actuar en t = 0:

z(t) = %/0 F(r)G(t — 1)dr (2.32)

La solucién general del problema se obtiene sumando una solucién de la ho-
mogénea:
x(t) = xp(t) + ze(t) (2.33)
cuyas constantes de integracion deben elegirse para satisfacer las condiciones
iniciales del problema.

Problemas 2.1

Problema 2.1.1.

Discutir el caso limite, (amortiguamiento critico) en que las frecuencias carac-
teristicas w4 son iguales. Hallar la solucion general y las constantes de integracion
en funcién de las condiciones iniciales.

Problema 2.1.2.
Probar las siguientes propiedades de la “funcion delta”:

Todas estas igualdades deben entenderse “en el sentido de las distribuciones”:
la integral de ambos miembros, multiplicada por una funcion regular, deben ser
iguales.
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Problema 2.1.3.
La derivada de la “funcion §” se define por la regla de integracién por partes:

/ F(2)8 (z)dz = — / F(2)8(x)dx
“Demostrar” las siguientes propiedades de la “5"":
L [ f@)d(x)de = —f'(0)
2. 20'(x) = —6(x)
3. ©(x) = 6(x)

Problema 2.1.4 (Sismograma).
Un sismégrafo, que modelamos como un oscilador con frecuencia propia wgy y
amortiguamiento critico \g, recibe una senal sismica de la forma:

F, = foe " sen(wet)
Hallar la respuesta del sismografo usando:
1. La funcién de respuesta H(w) y la transformada de Fourier de la senal.

2. La funcién de Green.

Problema 2.1.5.

Un gran péndulo se pone en movimiento aplicindole una fuerza constante Fj
durante un intervalo 7"y luego dejandolo libre. Hallar el movimiento del péndulo
usando la funcién de Green.

2.2. Oscilaciones anarmonicas

Si bien el movimiento oscilatorio muy frecuente en la naturaleza, también es
cierto que rara vez es armonico. Volviendo al ejemplo de movimiento cercano de
un minimo de potencial (Seccién 2.1) el movimiento no es exactamente armonico,
pues por lo general el potencial tiene términos de orden superior:

1 1
V(z) = Vo+ 5V (@ = wo)* + 15" (w —w0)” + -+

Estos términos son muy pequenos si la amplitud de oscilacién es pequena pero su
importancia es muy grande si se quiere examinar el movimiento durante tiempos
muy largos.
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2.2.1. Términos seculares

Examinemos, en primer lugar, un método sencillo para resolver el problema
de un oscilador perturbado:

i+ wir =ef(x, ) (2.36)

en donde € es un parametro que supondremos pequeno y el segundo miembro se
llama la fuerza perturbadora.

Por ejemplo, la ecuacién del oscilador amortiguado (2.3) pertenece a este tipo,
con:

Propongdmonos hallar una solucién aproximada de la ecuacién (2.36) por
un método de aproximaciones sucesivas, aprovechando que el parametro e es

pequeno. Sea
2 = a cos(wot + @) (2.37)

la solucion de orden 0 de la ecuacién diferencial, (que corresponde a € = 0) cuyas
constantes de integracion se han elegido para satisfacer las condiciones iniciales.
Busquemos nuestra solucién en la forma:

que se suele llamar la serie perturbativa. Para hallar la perturbacién de primer
orden 2! (t) sustituyamos la serie (2.38) en la ecuacién diferencial (2.36) e igua-
lemos entre si los términos de orden e de ambos miembros:

0 4 wW22® = f (2©,5©) (2.39)

En el segundo miembro de la ecuacién diferencial sélo aparece la solucion de
orden 0 y es, por lo tanto, conocido. La soluciéon de primer orden la hallamos
usando, por ejemplo, la funcién de Green (2.30):

M = /Ot Gt —7)f [29r),#9(r)] dr (2.40)

Pese a su sencillez, este método esconde varias dificultades sutiles. Para en-
contrarlas, examinemos un problema concreto. El oscilador de Duffing (que re-
presenta un resorte con correcciones no lineales) esta definido por:

f(z, 1) = —2° = a® cos® (wot + ¢) (2.41)

donde podemos observar que la perturbacién es pequena solo si la amplitud a lo
es.
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Figura 2.5: Oscilador anarménico: solucién perturbativa

Sustituyendo en (2.40) hallamos:

3

e = —% (6 cos (wot + @) — 6 cos (wot — @) + 2 cos (wot + 39)
“o

— cos (wot — 3¢) — cos (Bwot + 3¢) + 12wyt sen (wot + ¢))  (2.42)

La solucién que hemos hallado es vélida para amplitudes pequenas y tiempos
cortos. El ultimo término se llama un término secular: crece indefinidamente con
el tiempo (“crece con los siglos”) y hace fracasar el proceso perturbativo para
tiempos largos (Figura 2.5). Si se rastrea su origen, se encuentra en la resonancia
entre el oscilador no perturbado y la perturbacion: el segundo miembro de (2.41)
puede escribirse:

flx, ) = _az?’ (3 cos(wot + @) + cos 3(wot + ¢)) (2.43)

cuyo primer término tiene la misma frecuencia wy que el oscilador.
El término secular puede interpretarse como originado en una pequena co-
rreccion a la frecuencia:

w = wy+ow
3ea?
ow = — 2.44
w 2o (2.44)

Veremos que esta interpretacion es correcta.
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2.2.2. El método de Bogoljubov-Krylov

Busquemos soluciones aproximadas de las ecuaciones de un oscilador pertur-
bado, capaces de representar el movimiento durante intervalos de tiempo largos.
El método de Bogoljubov-Krilov es una variante del método de variacion de las
constantes. La idea es muy sencilla. La soluciéon de orden 0 de la ecuacién dife-
rencial (2.36) contiene dos constantes arbitrarias de integracion: a y ¢ (cf. 2.37).
Se puede describir el efecto de una pequena perturbacion reemplazando las cons-
tantes por funciones lentamente variables del tiempo:

x = a(t) cos [wot + ¢(t)] (2.45)

que seran determinadas adecuadamente. Esta expresion de la soluciéon contiene
dos funciones incognitas y para que el problema quede determinado se debe im-
poner alguna restriccién sobre ellas. Exigiremos que la derivada de (2.45) con
respecto del tiempo tenga la misma forma que para un oscilador arménico:

T = —wpa(t) sen [wot + G(t)] (2.46)
Derivando (2.45) e imponiendo la condicién (2.46) hallamos la restriccion:
acost — asentpg = 0 (2.47)

en donde hemos introducido la abreviatura ¥ (t) = wot + ¢(t). Derivando (2.46)
se encuentra:

T = —wpaseny — woa [wo + gb} cos 1 (2.48)
Finalmente, sustituyendo en (2.36):
wol sen i 4 woa cos ) = —ef(z, &) (2.49)

y de (2.47) y (2.49) se encuentra:

a= —if(:c, ) sen (2.50a)
Wo
b= —aiwof(m, T) cos (2.50b)

en donde z y & deben sustituirse por sus expresiones exactas (2.45) y (2.46).
Estas ecuaciones determinan la amplitud y fase del oscilador perturbado. Am-
bas funciones son lentamente variables en el tiempo, pues sus derivadas son de
orden e, pero las ecuaciones diferenciales son espantosamente complicadas y es
necesario utilizar métodos aproximados de resoluciéon. El método de aproximacio-
nes sucesivas va a converger rapidamente en este caso pues los segundos miembros
son pequenos. Se sustituye en los segundos miembros de las ecuaciones valores
constantes ag y ¢o y se integra para hallar corecciones a;(t) y ¢;(t). Luego se
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sustituyen los valores corregidos de a y ¢ en el segundo miembro y se repite el
proceso. Se obtienen asi series:

a(t) = ag + eay (t) + Eag(t) + - -
O(t) = ¢o + € (t) + EPa(t) + - --
que representan el comportamiento del sistema para tiempos cortos.
Pero si se desea estimar el comportamiento para tiempos largos es necesario
ser mucho mas cuidadoso. Comenzaremos por examinar en detalle la estructura
de las ecuaciones (2.50). Tanto & como & son funciones periédicas de la variable

auxiliar ¢, que contiene explicitamente el tiempo. Por lo tanto, la perturbacion
f(z, &) se puede representar como una serie de Fourier:

flz,2) = fo+ ficcost + frssent) + fo.cos2tp + fossen 2 + - - (2.51)

Cuando esta representacion se sustituye en las ecuaciones se obtiene:

. € o .
a4 = —— f1s + términos periddicos
2&)0

€

¢ = 2awy
Al sustituir valores constantes en el segundo miembro e integrar, los térmi-
nos periddicos no originan dificultades: su amplitud serd siempre de orden e.
En combio, los términos constantes originan términos seculares, que dominan el
comportamiento de la perturbacién para tiempos largos. En la representacién que
estamos utilizando, el término secular en fase no causa dificultades:

¢ =go+epit+-+ =+ owt+ - (2.52)

es una correccion a la frecuencia del oscilador no perturbado.

El término secular en la amplitud, en cambio, no tiene significado fisico. Su eli-
minacion requiere un procedimiento drastico: resolver exactamente las ecuaciones
promediadas sobre la variable 1):

fie + términos periddicos

= —2—20 Fis(a) (2.53a)
- €
¢ = ~am fic(a) (2.53b)

y esta es la aprorimacion de Bogoljubov-Krylov . A pesar de su aspecto compli-
cado, este problema es mucho mas sencillo que el original. La ecuacién (2.53a) es
de primer orden con variables separadas y tiene solucién analitica:

da €
Fl@ = 2o

Una vez resuelta (2.53a), la solucién ap(t) se sustituye en la ecuacién (2.53b),
que puede integrarse directamente para hallar ¢p(t).

La siguiente aproximacién, la aprozimacion de Bogoljubov-Krylov mejorada,
se obtiene sustituyendo las funciones ag(t) y ¢ en las ecuaciones (2.50). Estas
ecuaciones se integran ahora facilmente y proporcionan la solucién mejorada.
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2.2.3. Ejemplos

Apliquemos la aproximacién de Bogoljubov-Krylov a un dos ejemplos de osci-
ladores perturbados: el oscilador de Duffing, que ya hemos tratado en la Seccion
2.2.1, y el oscilador de van der Pol.

El oscilador de Duffing

El oscilador de Duffing estd caracterizado por la perturbacién (2.41), que en
nuestra notacién podemos escribir:

3

f(z,2) = —a®cos®p = _az (cos 3¢ + 3 cos ) (2.54)

Sustituyendo en las ecuaciones (2.50) hallamos

L= 2 — L sen ) (2.55a)

G = ep|sen 5 sen bba
2

v = e8a— (3 + 4 cos 2t + cos4y) (2.55b)
wo

Las ecuaciones anteriores son exactas, pero tan complejas como la original.
Las ecuaciones promediadas, en cambio, son muy sencillas:

i = 0 (2.564)
. 3ea’

= — 2.
g =X (2:56h)

y muestran que no hay términos seculares en la amplitud y sélo hay una correccion
a la frecuencia, igual a la sugerida en (2.44).
La aproximacién de Bogoljubov-Krylov al oscilador de Duffing es, pues:

rpr = acos(wt + ¢p) (2.57)

La Figura 2.6 compara la solucién exacta del problema con la aproximacion
(2.57), para € = 0,5. Aldn para este valor tan grande, las dos curvas tienen la
misma amplitud y sélo difieren en la correccion de frecuencia. Es posible encontrar
correcciones de orden superior para la misma.

La aproximacién mejorada se obtiene sustituyendo la solucién de (2.56b) en
(2.55) e integrando. Los resultados difieren poco de la solucién aproximada (2.57).

El oscilador de van der Pol

El oscilador de van der Pol (que aproxima el funcionamiento de osciladores
de radio) satisface la ecuacién diferencial:

i+wir =e(l—a?)a (2.58)
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Figura 2.6: Oscilador anarmoénico: Aproximacién Bogoljubov-Krylov

El segundo miembro de esta ecuacion representa una resistencia no lineal, y
negativa para pequenas amplitudes de oscilacién. El sistema absorbe energia de
una fuente externa cuando x < 1 y la disipa cuando x > 1. La perturbacion
correspondiente es:

fla,d) = (1-2%)@

a a
= —a(l——|seny — —sen3
4 4 4 v
El primer término es resonante y hallamos la aproximacion de Bogoljubov-
Krylov:

o = —al-— (2.59a)
Y = 0 (2.59h)

En esta aproximacion, la fase del oscilador no se altera y tampoco su fecuencia.
La amplitud, por otra parte, es una funcion mondétona del tiempo, cuyo valor

asintético es 2: 5

0= \/1 — ot exp(—et)

2
ag

(2.60)
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Figura 2.7: Oscilador de van der Pol: Aproximacion Bogoljubov-Krylov

Cualquiera sea la amplitud inicial aq el oscilador tiede a un estado asintético
cuya frecuencia es wy y su amplitud es constante (igual a 2 con las unidades
elegidas).

La Figura 2.7 compara la solucién exacta del problema con la solucién apro-
ximada:

rpr = a(t) cost (2.61)

La concordancia entre ambas es muy buena, incluso para tiempos muy largos.

Problemas 2.2

Problema 2.2.1.
Hallar una solucion aproximada para el oscilador arménico amortiguado, valida
para tiempos cortos, usando la teoria de perturbaciones simple.

Problema 2.2.2.
Lo mismo, para el oscilador de van der Pol.

Problema 2.2.3.
Aplicar el método de Bogoljubov-Krylov al osilador arménico amortiguado.

Problema 2.2.4.
Lo mismo, para el oscilador de Duffing amortiguado.
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Problema 2.2.5.
El oscilador de Raleigh describe aproximadamente las vibraciones de un diapasén
excitado externamente:

T—e()i+x=0

Hallar una solucién aproximada en la aproximacion de Bogoljubov-Krylov.

2.3. Sistemas dinamicos autonomos

Cuando las alinealidades de un oscilador son grandes, no existe un método
general para hallar soluciones aproximadas a su comportamiento. La evolucién lo-
cal (durante intervalos breves) puede estudiarse de muchas maneras (por ejemplo,
usando el desarrollo en serie de Taylor de la solucién) pero el comportamiento
del sistema para tiempos largos no puede analizarse, por lo general, con estos
métodos.

La teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales se propone, por el contrario,
estudiar cualitativamente el comportamiento asintético de un sitema unidimen-
sional cuando ¢ — oo. Las ideas involucradas son muy sencillas.

Tanto las ecuaciones del movimiento unidimensional en la forma newtoniana:

T = v
1
v = —F(z,v,t
—F(z,0.1)
como las ecuaciones Bogoljubov-Krylov:

o = —foflsm, )
€

Q.S - _—flc(aa ¢)

awy

son casos particulares del sistema general de ecuaciones diferenciales:

= f(z,y.t) (2.62a)
= g(z,y,t) (2.62b)

en donde (z,y) son las variables de estado del sistema, el plano (z,y) se llama
el espacio de estados y f y g son funciones arbitrarias, que definen el sistema
dindamico. Esta nomenclatura es general, inspirada en la existencia de numerosas
analogias de sistemas electrénicos, quimicos o boldgicos con sistemas dinamicos.
Un ejemplo sencillo de estos tultimos es el modelo de Lotka-Volterra para el com-
portamiento de predadores y presas en un sistema ecoldgico:

Nl = TlNl_'YlNlNQ (263&)
N2 = ’)/QNlNQ—dQNQ (263b)
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en donde Ny y N, son los numeros de presas y predadores, respectivamente, 7
es la tasa de nacimientos de las presas, v es la tasa de muerte por depredacién,
~9 la de crecimiento por predacion y ds la tasa de muerte de los predadores.

Otro ejemplo, un modelo muy idealizado de un oscilador de radio, es el modelo
de Poincaré, definido por el siguiente par de ecuaciones diferenciales.

i = —wy+ar—B(@*+y*)r (2.64a)
= wr+ay—pE*+y%)y (2.64b)

2.3.1. Puntos de equilibrio

En esta seccion nos limitaremos a los sistemas dindmicos autonomos, para los
que f y g no dependen explicitamente del tiempo:

r = f(z,y) (2.65a)
9(z,y) (2.65b)

Para estos sistemas, existe una teoria general que vamos a resumir. El com-
portamiento del sistema a tiempos grandes, tanto en el pasado como en el futuro,
puede estimarse considerando las propiedades topoldgicas del movimiento en el
espacio de estados. Estas propiedades pueden estudiarse analizando haces de tra-
yectorias que correspondan a disitntas condiciones iniciales.

Sea (z(t),y(t)) la solucién de las ecuaciones (2.3), con condiciones iniciales
(20, yo). Esta solucién describe una curva particular en el plano de estados (z,y).
Sin embargo, dicha solucién es también una funcién de las condiciones iniciales
(20, Yo)- Se puede utilizar este hecho para estudiar en forma global el movimiento
descripto por el sistema dindmico. La familia de trayectorias generadas por el
sistema dindamico puede imaginarse como las lineas de corriente de un fluido y
suele recibir el nombre de flujo generado por el sistema.

Las propiedades del flujo estan determinadas por la existencia de puntos es-
peciales, los puntos singulares o puntos de equilibrio de las ecuaciones (2.65a),
que dominan el comportamiento asintotico de las soluciones.

Un punto de equilibrio xg, yo del sistema dinamico es un punto en que:

f(zo,90) = 9(x0,90) =0 (2.66)

Obviamente, si en t = 0 el sistema se encuentra en un punto de equilibrio,
permanece en el mismo. Pero ademas, los puntos de equilibrio tienen otra propie-
dad importante: son los tinicos puntos en los que las curvas integrales (o también,
lineas de flujo) pueden cruzarse. En efecto, la solucién de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinaras es tnica, excepto en los puntos singulares del sistema.
Por lo tanto, dos curvas integrales en el espacio de estados no pueden cruzarse,
ya que por cada punto del espacio de estados (excepto los puntos de equilibrio)
pasa una unica solucion.
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Examinemos ahora el comportamiento del sistema en el entorno de un punto
de equilibrio. Sea (£,7n) un pequeno apartamiento del punto de equilibrio:

T = z9+¢&
Yy = Yo+n

Si se desarrollan las funciones f y ¢ en el entorno del punto de equilibrio se
halla:

flzy) = a&+bn+ O 0% &n)
g(z,y) = c+dn+ O 10 &n)

y finalmente, sustituyendo en las ecuaciones de movimiento y reteniendo términos
de primer orden:

£ = al+by (2.67a)

n = c+dn (2.67b)

Estas ecuaciones para pequenos apartamientos del punto de equilibrio se lla-

man las ecuaciones variacionales del sistema. Como los coeficientes a, ..., d son
constantes, examinaremos sus soluciones con el método de dAlembert:

£ = et (2.68a)

n = mnoe” (2.68b)

Sustituyendo en (2.67) se encuentra:
ré = a&o+bno (2.69a)
o = ¢+ dno (2.69b)

Este es un sistema lineal homogéneo que tendra solucién distinta de la trivial
si y sélo si el determinante de los coeficientes se anula:

(a—7r)(d—7r)=cb (2.70)

y por lo tanto hay dos raices 71,7y que determinan soluciones linealmente inde-
pendientes del sistema variacional.

Las soluciones de la ecuaciones variacionales se encuentran con el principio de
superposicion como combinaciones lineales de las soluciones bésicas:

£ =&e + &e™ (2.71a)
n = ne"t 4+ nye’?t (2.71Db)

en donde los coeficientes estan ligados por la relacion:

El comportamiento del sistema fisico depende de la naturaleza de las raices y
se presentan aqui tres casos diferentes.

29



15

05 -

15 1 1 1 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 2.8: Sistema dindmico: nodo en el espacio de estados

Raices reales y del mismo signo

El punto de equilibrio se llama nodo. Es estable o atractivo cuando las raices
son negativas e inestable o repulsivo cuando son positivas.

La Figura 2.8 muestra cualitativamente ejemplos de curvas integrales cercanas
a un nodo en el espacio de estados. Estas curvas representan la sucesion de estados
del sistema a lo largo del tiempo: el flujo generado por el sistema. Las curvas
forman un haz que pasa por el punto singular. El punto que representa el estado
se acerca al mismo si el nodo es estable y se aleja si es inestable. Para grandes
tiempos, domina la raiz de menor modulo, r; y las curvas tienen como tangente

comun a la recta: c

n=——:=E (2.72)
T — d
El oscilador arménico sobreamortiguado es un sistema que tiene un nodo en
el origen de su espacio de estados x,v. Sus curvas variacionales (que coinciden
con las trayectorias de estado exactas, pues es lineal) tiene la forma de la Figura

2.8.

Raices reales de signos opuestos

El punto singular se llama punto de ensilladura o, informalmente, montura. En
este caso una de las exponenciales crece y la otra decrece. Las curvas integrales, en
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Figura 2.9: Sistema dindmico: montura en el espacio de estados

general, no pasan por el origen. Las excepciones son las curvas correspondientes
a (§&,m) = 0y as,n) =0, que son rectas de la forma (2.72). Por lo general,
la recta que corresponde a r; > 0 se llama la direccion inestable mientras que la
otra es la direccion estable.

Las demaés curvas son hipérbolas, con las rectas como asintotas. La Figura 2.9
muestra algunas de las curvas de estado.

Un punto de esilladura describe el movimiento en las cercanias de un maximo
del potencial, tal como el punto F' en la Figura 1.13.

Raices complejas conjugadas

Este caso es analogo al oscilador arménico amortiguado. Si r4 = —\ + iw, la
solucién puede escribirse:

& = CeMcos(wt + @) (2.73a)
n = De Msen(wt + 1)) (2.73b)

El foco es estable si A > 0 e inestable en caso contrario. Las curvas de estado
tienen la forma de espirales logaritmicas alrededor del foco, tal como el ejemplo
de la Figura 2.10.

El caso particular A = 0 se llama un centro. Las curvas integrales son elipses
con centro en el punto singular (Figura 2.11). Los sistemas conservativos tienen

61



0.8 -

0.6 -

04 -

0.2 -

-0.2

08 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.10: Sistema dinamico: foco en el espacio de estados

centros como puntos de equilibrio.

Estamos ahora en condiciones de describir cualitativamente el movimiento
descripto por el sistema dindmico (2.65a) y (2.65b): se comporta como un fluido
que manase de los puntos de equilibrio inestable para sumirse en los puntos de
equilibrio estable.

2.3.2. Ciclos limite

Los puntos singulares no son los tinicos objetos geométricos en el espacio de
estados que controlan el comportamiento asintético de un sistema unidimensional.
Hay también curvas cerradas, llamadas ciclos limite, que pueden ser el limite
asintético de un sistema dinamico. El oscilador de van der Pol, (2.58), es un
ejemplo sencillo.

Los tinicos puntos singulares del sistema son el origen y el punto en el infinito.
Ambos son focos repulsivos. Las curvas integrales son espirales que se acercan a
la curva cerrada:

2402 =2

que es un ciclo limite. Esta curva es una solucion periédica del sistema y todas
las curvas integrales tienden asintéticamente a enrrollarse a su alrededor, desde
afuera y desde adentro, cuado t — oo.
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La existencia de ciclos limites es comun en las ecuaciones diferenciales que
describen circuitos generadores de onda. Un reloj, mecanico o digital, es otro
sistema que posee ciclos limite.

Examinemos el comportamiento de un sistema en estados cercanos a un ciclo
limite. Sean x(t) e yo(t) las coordenadas del punto representativo del sistema
sobre el ciclo limite. Estas funciones describen una curva cerrada y deben ser
periédicas con periodo Ty = 27 /wy. Para estados cercanos al ciclo limite, las
coordenadas del punto representativo pueden escribirse:

2(t) = wo(t) +€(1) (2.74a)
y(t) = uolt) +n(t) (2.74b)

Sustituyamos estas expresiones en (2.62), desarrollemos en serie de Taylor en
& y n, reteniendo términos lineales, para obtener:

£ = a()E+b(t)y (2.75a)
n = ct)§+d(t)n (2.75Db)
en donde las funciones a(t), . .., d(t) son funciones periddicas de ¢ con periodo Ty.

Si (&€(t),n(t)) es una solucién de las ecuaciones anteriores, también lo serd (&(¢+
To),n(t + Tp)). Sean (&1,m) v (&,m2) dos soluciones independientes del sistema.
Por el principio de superposicion:

&i(t+To) = A&i(t) + B&(t) (2.76a)
&t +Tp) = C& (1) + Dé(t) (2.76b)
Los coeficientes A, ..., D dependen de las soluciones. Las funciones 7 satis-

facen ecuaciones andlogas con los mismos coeficientes. Podemos simplificar las
ecuaciones (2.76a) si elegimos soluciones £ = a&; + (& que se transformen con
sencillez bajo translaciones temporales de un periodo:

£t +Tp) = (Ao + CB)E + (Ba + DB)és = kE(t) (2.77)
El segundo miembro se reduce a un multiplo de € si:

Aa+CpB = ka (2.784a)
Ba+Dp = kf (2.78Db)

Este es un sistema lineal homogéneo que tendra solucién distinta de la trivial
si y sélo si el determinante de los coeficientes se anula, lo que ocurre para dos
valores de k. Sean k; o estas raices e introduzcamos los exponentes caracteristicos
como:

k; = eriTo (2.79)
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Estos exponentes juegan un papel analogo a los exponentes r en el entorno de los
puntos de equilibrio. La funcién:

o(t) = e ™€
es periddica con periodo T pues:
O(t + T) = e M0 (Ty) = ¢(t)

y por lo tanto existen dos soluciones linealmente independientes del sistema va-
riacional (2.75):
S = emtqbl (t> §o = e#2t¢2(t) (2 80)
o= e"iPi(t) T = e do(t) '

Estas son generalizaciones de las soluciones exponenciales que describen el
comportamiento en el entorno de un punto critico. El comportamiento de las
soluciones depende de los exponentes caracteristicos ;.

1. Silas partes reales de p; son negativas, los apartamientos (£, n7) decrecen con
el tiempo y las soluciones se acercan al ciclo limite. Se dice que éste atrae
a las soluciones o que es un atractor. Es analogo a los puntos de equilibrio
estables.

2. Si alguna de las raices tiene parte real positiva, el ciclo limite es inestable
o repulsor.

Podemos completar nuestra imagen sobre el movimiento: el flujo generado por
el sistema dindmico también puede manar de ciclos limite inestables y absorberse
en ciclos limite estables. Estos tltimos se comportan como canales por donde
circula el fluido atrapado.

Problemas 2.3

Problema 2.3.1.
Mostrar que los puntos de equilibrio de un sistema conservativo son centros o
puntos de ensilladura.

Problema 2.3.2.
Hallar los puntos fijos del modelo de Lotka-Volterra y mostrar que son centros.

Problema 2.3.3.

Un modelo esquemaético de reloj se obtiene de la siguiente manera: un oscilador
armoénico amortiguado recibe golpes cuando pasa por el origen con velocidad
positiva.

1. Hallar la ecuaciéon diferencial del sistema.
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2. Mostrar que oscila en un ciclo limite.

Problema 2.3.4.
Hallar la solucion analitica del modelo de Poincaré y mostrar que si a > 0 oscila
en un ciclo limite.

Sugestion: Escribir las ecuaciones en coordenadas polares en el plano (z,y).

2.4. Osciladores anarmonicos forzados

Cuando un oscilador alineal se excita con una fuerza externa periddica, apa-
rece un conjunto de fenémenos nuevos que no pueden ser examinados con las
técnicas que hemos estudiado hasta ahora.

i+ wir = ef(x,3,t) (2.81)
en donde:
flz,2,t) = f(x,2,t+Tp) (2.82)

La fuerza externa, aparte de su periodicidad, es completamente arbitraria. Sin
embargo, dos modelos sencillos de fuerza externa tienen mucha importancia en
las aplicaciones: la fuerza sinusoidal:

flz, 2, t) = folx, &) + fe(z, ) cosw,t (2.83)

y el impulso periddico, representados por una delta periodica:

fla, @ t) = fo(w, &) + fulx, &) Y o(t—nT.) (2.84)

n=—oo

A pesar de su riqueza y complejidad, estos fendmenos nuevos tienen una
estructura universal comin a todos los sistemas no lineales en una dimension.
Comenzaremos examinando, entre los fendmenos nuevos, el de sincronizacién con
la frecuencia de la fuerza externa y en la seccién siguiente analizaremos el com-
portamiento irregular de los mismos.

2.4.1. Denominadores pequenos

Apliquemos el método de Bogoljubov-Krylov a la ecuacién (2.81) y llegaremos
a las ecuaciones:

a_—iﬂ%@w%mw (2.85a)
o= —a—wof(x, &, t) cos(v) (2.85Db)
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en donde v = wyt 4+ ¢. Estas ecuaciones son exactas y complicadas pero el paso
siguiente, simplificarlas con una aproximacién similar a la Bogoljubov-Krylov,
no es facil de dar. Para comprender el origen de la dificultad, procedamos como
antes, desarrollando f en serie de Fourier:

flz, x,t) ch )cosni + fi(t) sennap (2.86)

n=0

Pero ahora los coeficientes f,, son funciones periddicas del tiempo, que también
pueden desarrollarse en serie de Fourier:

)= 3 15 cosmu, + £ senml
m=0

Z for, cosmipe + fro senma,

Si sustituimos estas expresiones en (2.86) encontramos para la fuerza externa
un desarrollo de la forma:

flz,2,t) = Z Jmon €08 [(nwo + mwe)t + Gnm] (2.87)

m,n

Para hallar soluciones asintéticas de (2.85) es necesario resolver exactamente
las ecuaciones promediadas, pues de otra manera los términos seculares arrui-
narian el comportamiento asintotico de la solucion. Pero al efectuar el promedio,
hay que tener en cuenta los términos de la serie (2.87) que cumplen la condicion
de resonancia:

nwy + mw, < wo (2.88)

términos que aparecen porque m corre, en (2.87) sobre valores positivos y nega-
tivos.

Dichos términos se llaman términos resonantes de la ecuacién diferencial y
originan dificultades parecidas a los términos seculares: el argumento correspon-
diente sera una funcion lentamente variable del tiempo y para poder hallar una
solucion confiable de las ecuaciones promediadas es necesario tenerlos en cuenta.
En efecto, supongamos que resolvemos tnicamente las ecuaciones promediadas
(2.53). La aproximacién mejorada se obtiene sustituyendo estas soluciones en
(2.85) e integrando. La solucién tedra la forma:

gmn /
= —— E o)t 2.89
~ Wy + Mwe o 1 i, S0 (w0 mee)t + 6, ) (2.89)

en donde los coeficientes g y las fases ¢’ son combinaciones de las f y ¢.
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A diferencia de los osciladores lineales, existen resonancias con frecuencias
distintas de la fundamental. Como casos particulares mencionemos las resonancias
armonicas, con

We = NWy
y las resonancias subarmonicas:
1
We = —Wp
n

En los denominadores de (2.89) aparecen las cantidades nwy+mw, que pueden
hacerse muy pequenias (o anularse) en los términos resonantes. Los términos co-
rrespondientes de la serie seran muy grandes. Como cualquier nimero real puede
aproximarse por nimeros racionales con error arbitrariamente pequeno o:

2o

We N
los denominadores seran arbitrariamente pequenos y la serie resultante no sera ne-
cesariamente convergente. Este es el problema de los denominadores pequenos,
que hace dudosa (y atn invalida) la teorfa de perturbaciones. En efecto, aunque
el correspondiente coeficiente g,,, sea pequeno, la contribucién del término a la
suma de la serie puede hacerse muy grande para tiempos del orden de

B 2T

=
NwWo + Mwe

Sin embargo, si € es suficientemente pequeno, los enteros m,n son suficien-
temente grandes y los coeficientes g,,, decrecen suficientemente répido, la serie
(2.89) representa aproximadamente el movimiento del oscilador forzado durante
un tiempo largo. La solucién representa una amplitud y una fase lentamente va-
riables en el tiempo, sobre las que se superonen términos periddicos de pequena
amplitud. Como w, no es miltiplo racional de wy, las funciones resultantes seran
cuasiperiodicas: combinaciones lineales de términos periddicos con frecuencias
linealmente independientes.

2.4.2. Sincronizacién

Un fenémeno nuevo que se presenta en los osciladores no lineales es la sincro-
nizacion entre el sistema y la frecuencia externa que ocurre cuando se cumple la
condicién de resonancia: existe un intervalo de frecuencias w, ~ wy en el cual
el sistema oscila con frecuencia igual a la externa.

Examinemos con més cuidado lo que ocurre, utilizando las ecuaciones (2.85a)
y (2.85b). Para efectuar el promedio, es necesario tener en cuenta no soélo los
términos seculares sino también los resonantes. Introduzcamos la diferencia de
fase resonante:

0= — %wet = ¢+ (wy — %we)t (2.90)
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y conservemos al promediar los términos constantes y los que contengan sélo
multiplos de #. La aproximacion Bogoljubov-Krylov generalizada es:

0 = —fi(a,0) (2.91a)
Wo

. €

gb = —a—woflc(aﬁ) (291b)

y esta tultima también puede escribirse:

= —(wo— Zw) — ——fio(a,0) (2.91c)
n awy
Estas ecuaciones son méas complicadas que la aproximacion Bogoljubov-Kry-
lov, pues los segundos miembros son funciones de las dos variables incégnitas:
se trata de ecuaciones diferenciales acopladas que, por lo general, no tienen so-
luciéon analitica. Sin embargo, son mucho més simples que la ecuacién original
y de su estudio pueden extraerse conclusiones cualitativas sobre el comporta-
miento asintotico del sistema. Como el sistema es auténomo se puede utilizar los
resultados de la Secciéon 2.3 para analizarlo.
En un sistema fisico las soluciones de (2.91) no pueden ser divergentes y estas
ecuaciones deben tener atractores, ya sean puntos criticos o ciclos limites. Los
puntos criticos son las soluciones de las ecuaciones:

fis(a,0) = 0 .
€
fu(0,0) = (o= )
y por lo tanto:
a = ag
0 = 6

son constantes. La fase de la oscilacion tiene la forma:
m
Y= —w, + 0y (2.92)
n

y por lo tanto las soluciones tienen exactamente la frecuencia de la oscilacién ex-
terna. Se dice que la oscilacién estd sincronizada (o enganchada) con la frecuencia
excitatriz.

Por otra parte, si el sistema estd en un régimen oscilante (o si la amplitud de
la solucién estacionaria se anula) la oscilacién es cuasiperiddica.

Examinemos brevemente el oscilador de Duffing forzado:

&+ 2M\d + wor + pa® = ag cos wet (2.93)
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que, comparando con (2.81) proporciona:
f(x,2,t) = agcoswet — 2\3 — pa® (2.94)
y, sustituyendo la forma de Bogoljubov-Krylov para la solucién:

f(z,2,t) = 2 \wpaseny — %a3(3 cos 1) + cos 3¢) + ag cos wet (2.95)

En la primera aproximacién aparecera una resonancia sélo cuandom =n = 1.
Sustituyendo 0 = ¢ + (wp — we)t hallamos la aproximacién Bogoljubov-Krylov
generalizada:

a = —Xla— 2o sen 6
Wo
. 3ua?
0 = Aw— Ha + 20 cosf
8wy awy

Los puntos criticos de este sistema satisfacen las ecuaciones:

a0
—Aa = —senb
2&)0
ap
Aw = ——cosf
awo

Eliminando € entre estas dos ecuaciones hallamos una ecuacién cubica para
determinar el cuadrado de la amplitud:

Ao 3N ) (20 (2.96)
8&]0 N 2&)0 '

mientras que la fase de la oscilacion satisface:

a2

2
tanf = ———— (2.97)

Aw — 312
8wo

La Figura 2.13 muestra la amplitud de la oscilacién sincronizada como funcién
de la frecuencia externa. La curva tiene dos ramas, a izquierda y derecha de la
frecuencia de oscilacion libre:

2

8(4}0

W= wy+

indicada con linea de puntos en la figura. Cuando la amplitud ay del forzado
externo es pequena, existe una unica raiz real de (2.96) y la curva una funcién
uniforme de Aw; pero para amplitudes mayores la cibica (2.96) tiene tres raices
reales y existen tres valores posibles de la amplitud.
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Figura 2.13: Osilador de Duffing forzado

En este ultimo caso, el sistema presenta el fenémeno de histéresis cuando se
varia lentamente la frecuencia externa. Es facil probar que las raices mayor y me-
nor representan oscilaciones estables, mientras que la intermedia es inestable. Por
lo tanto, el arco (A, B) de la figura representa estados inestables, mientras que
los tramos (00, A) y (B, 0o representan estados estables. Si la frecuencia externa
se incrementa adiabdticamente (es decir, tan lentamente que el sistema pueda
“adaptarse” al cambio de frecuencia y su oscilacion representarse con el estado
estacionario), la amplitud crecerd hasta llegar al punto A y luego cambiara brus-
camente (a través de una solucién transitoria) para estabilizarse sobre la rama
inferior de la curva. Si se decrementa adiabaticamente w,. desde un valor muy
grande, el sistema se movera a lo largo de la rama inferior de la curva hasta llegar
al punto B, adonde saltara bruscamente a la rama superior.

Problemas 2.4

Problema 2.4.1.
Usando la aproximacién Bogoljubov-Krylov, hallar las soluciones cuasiperiédicas
de la ecuacion de Duffing.

Problema 2.4.2.
Lo mismo, para la ecuaciéon de van der Pol.
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Problema 2.4.3.
Discutir la sincronizacién en la ecuacion de van der Pol.

Problema 2.4.4.
Se aplica al oscilador de Poincaré una excitacion externa en la forma:

fo = xcos(wet)

fy = ycos(wet)

Hallar la solucién de la ecuacion y discutirla.

2.5. Mapas

Cuando la perturbaciéon no es pequena, la aproximaciéon Bogoljubov-Krylov
no es suficiente para estudiar el comportamiento asintotico del oscilador y el anali-
sis debe hacerse con una generalizacién de los métodos topolédgicos estudiados en
la Seccién 2.3, que los hace aiin més poderosos pero, en cambio, mas cualitativos.

2.5.1. Mapas y dinamica

Introduzcamos primero la nocién de un mapa estroboscopico. Si T es un in-
tervalo cualquiera, para cada estado (x(t),v(t)) existe un tnico estado (x(t +
T),v(t+T)). Esta funcién define una trasformacién del plano de las fases sobre
si mismo, que se llama el mapa estroboscépico. Por lo general, las coordenadas
en el plano de estados pueden escribirse como ecuaciones de la forma:

z(t+T) = fle(t),v(t),t]
vt +T) = glz(t),v(t),t]

Es conveniente tomar como 7T el periodo de la fuerza externa, pues en ese caso
las 6rbitas periddicas de periodo T' se representan como puntos fijos del mapa:

z(t) = z(t+1T) (2.98a)
v(t) = v(t+T) (2.98Db)
El mapa estroboscépico puede construirse en forma muy sencilla cuando la

fuerza externa periédica es impulsiva (2.84). Consideremos, por ejemplo, un os-
cilador armoénico bajo la accién de la fuerza delta periddica:

fla,v,t) = folz,v) Y 6(t —nT)

n=—oo
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Entre dos impulsos, el oscilador esta libre y por lo tanto:

z(t) = x(to)cos(wot)+v(to)w
v(t) = —wox(ty)sen(wot) + v(to) cos(wot)

mientras que durante cada impulso la velocidad cambia en la cantidad:
nTe+e
Bofe) = [ S0yt = fla(aT,), v(nT,)
nTe—e

Por lo tanto, el mapa estroboscépico, en este caso particular, esta constituido
por las dos ecuaciones algebraicas:

S

Tny1 = Cx,+ —u, (2.99a)
Wo

Upt1 = —woSTy + Cvy + feo(Tn, vy) (2.99b)

en donde hemos introducido la notacién obvia:

zr, =x(nT,) v, =v(nT,)
C = cos(woTe) S =sen(wyTe)

Puede construirse una representacion grafica del mapa resolviendo numéri-
camente las ecuaciones de recurrencia (2.99) a partir de distintas condiciones
iniciales. Para cada condicion inicial, las ecuaciones generan una secuencia de
puntos que representan el comportamiento del mapa. Por ejemplo, en el caso de
un oscilador arménico, el mapa estoboscépico genera secuencias de puntos sobre
las curvas integrales en el espacio de estados (Figura 2.14).

La Figura 2.15 muestra ejemplos de un mapa estroboscépico, construido para
un oscilador anarménico. Comparando con la Figura 2.14 puede verse el efecto
catastrofico de las no linealidades sobre el sistema. En la primera figura, la fuerza
externa no esta en resonancia con la frecuencia natural del oscilador. Sin em-
bargo, a medida que la amplitud de oscilacién crece, las elipses que describen el
movimiento se deforman y aparecen complicadas estructuras geométricas: “islas”
alrededor de érbitas periddicas, separadas por otras secuencias de puntos. En la
segunda, la frecuencia externa es resonante con la frecuencia natural y aun la
estructura periddica alrededor del origen se destruye. Discutiremos mas adelante,
cuando tengamos la teoria hamiltoniana, esta compleja estructura.

Otro ejemplo importante de un mapa estroboscopico es el mapa del circu-
lo, que se obtiene del modelo de Poincaré (2.64) cuando la fuerza periédica es
impulsiva y el parametro o es muy grande. Por ejemplo, anadiendo la fuerza:

fo(x,y,t) = F(x,y) Z d(t —nT)

n=—oo
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Figura 2.14: Mapa estroboscopico para un oscilador armoénico

en (2.64a), hallamos un mapa (en coordenadas polares):

en donde la funcién g(0x) depende de los detalles de la funcién F(z,y).
El mapa del ciculo, como veremos, describe en forma cualitativa un sistema
dindmico con un ciclo limite, en el caso de alta disipacion.

2.5.2. Puntos fijos de mapas

Los puntos fijos del mapa estroboscopico juegan el papel de los puntos de
equilibrio en los sistemas dinamicos auténomos (cf. Seccién 2.3). Estos se definen
por las ecuaciones (2.98) y representan, obviamente, soluciones periddicas con
periodo T. Si (xg,vp) es un punto fijo, el comportamiento en su entorno puede
examinarse linearizando las ecuaciones de recurrencia (2.99) alrededor del punto
fijo:

T = J?0+5$k

Ve = 1o +5Uk
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Figura 2.15: Mapas estroboscépicos para un oscilador armonico forzado impulsivo,

con coeficiente f, = 9l-exp(~a%/2)

= , Y wole =0y 7§ respectivamente

5



Sustituyendo, se encuentra:

0Tpy1 = C(an+§5vn (2.101a)
0

Opy1 = —woSox, + Cov, + %(hnﬂ (2.101b)
axn-ﬁ-l

Podemos resolver esta ecuacién linearizada con una sustitucién analoga a la
de d’ Alembert:

ox, =&a" v, =na”
que sustituida en (2.101) proporciona las ecuaciones caracteristicas:
S
a§ = C&+ —n (2.102a)
Wo
Ofe

axn—o—l

an = —weSE+Cn+ a& (2.102b)

Este es un sistema lineal homgéneo que tendra solucion si y solo si el determi-
nante de los coeficientes se anula. La ecuacién de segundo grado resultante tiene
dos raices que pueden ser reales o complejas conjugadas. El comportamiento de
las soluciones es similar al caso de sistemas auténomos y se deja como ejercicio.

2.5.3. El mapa del circulo

Apliquemos el método de los mapas para examinar el comportamiento de un
sistema forzado para grandes intensidades de la fuerza externa. En efecto: en el
caso de alta disipacidn, las ecuaciones (2.91) pueden simplificarse: bajo la accién
de la fuerza externa la amplitud a se mantendra casi constante, y la ecuacion
(2.91c) puede integrarse aproximadamente y llevarse a la forma de un mapa del
circulo (2.100), en donde:

m
W =Wy — —We
n

o(6)) = ;—iﬁc(a,e)

y T es el intervalo de integracion aproximada. El mapa del circulo describe, pues,
cualitativamente el comportamiento de un oscilador forzado intensamente.
Supondremos que ¢(#) tiene la forma:

9(0) = KG(0) = K Y _ Gye™ (2.103)

con G periddica con periodo 27. Examinemos el comportamiento cualitativo del
mapa del circulo (2.100), para distintos valores del parametro w = wT'. Cuando
K = 0 el mapa representa una rotaciéon de angulo w. Es costumbre introducir

w

7":%

(2.104)
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que se llama el nimero de rotacion. Un ntimero de rotacién irracional representa
un comportamiento cuasiperiédico del mapa (cf Seccién 2.4.2). En este caso, se
puede intentar un cambio de variables

¢ =0+ Ko(b) (2.105)
para transformar el mapa (2.100) en una rotacién de angulo W
CGoy1 =G+ W (2.106)

Intentemos hacerlo para K pequeno. Sustituyendo (2.105) en (2.106) y usando
el mapa del circulo hallamos la ecuacién funcional para ¢:

K [6(0111) — 6(0)] = Aw — KG(6) (2.107)

en donde Aw =W —w.

En esta dltima ecuacién, podemos reemplazar 0y, = 6, + w, y elegir W
para cancelar el término constante de la serie de Fourier (2.103). La ecuacién
resultante:

$(0 +w) — ¢(0) = Gne™

n#0
puede resolverse ensayando una serie de Fourier como solucién. Se encuentra:
Gn inf G'fl inf
00) =) e =) e (2.108)
n#0 n#0

Asi pues, la serie existe si r es irracional y no existe en caso contrario. Sin
embargo, el problema de denominadores pequenos sigue existiendo pues cualquier
nimero real puede aproximarse por niimeros racionales con error arbitrariamente
pequeno. Si r ~ M/ entonces e*™ ~ 1 y la serie (2.108) tiene, en general,
problemas de convergencia.

Sin embargo, la ecuacién (2.107) puede resolverse usando un método de con-
vergencia mas rapida, similar al método de Newton. Con este método puede
probarse que la funcién (2.105) existe para la mayor parte de los irracionales
cuando K es pequeno.

2.5.4. Mapas y sincronizacién

Examinemos ahora lo que ocurre cuando el nimero de rotacién r es racional.
Examinemos, como ejemplo, el caso particular:

9k+1 = f(@k) = Hk +w — K sen Qk (2109)

que puede llamarse el mapa del circulo standard. Cualitativamente, los resultados
de este ejemplo seréan similares a los del caso general.
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Consideremos, como primer ejemplo, la resonancia con r = 0. En este caso, 0
debe repetirse después de cada iteracion y, por lo tanto, debe ser un punto fijo
del mapa 6 = f(f); es decir:

r= oy sen 6

Ahora bien: esta ecuacion define un rango de frecuencias w = 277 en el cual
el mapa (2.109) tiene un punto fijo. Los limites de la regién de sincronizacién se
hallan exigiendo que las iteracones del mapa sean estables. La condicién para que

esto se cumpla es ’ 1 (é) < 1, pues de otro modo las iteraciones se alejaran del

punto fijo (Seccién 2.6). Con f(6) = 1 — K cos(f) la condicién es § = 7/a:
w=+K (2.110)

Un resultado analogo vale para r = 1.

Mucho més interesante es el ejemplo de la subarménica r = /2. En ese caso,
en cada iteracién # gira media circunferencia y sélo en la segunda iteracién vuelve
a su valor original. Tendremos, pues, las dos condiciones:

01 = 0y + w — K sen 6, (2.111a)
0o = 0, +w — K sen 6, (2.111b)

y la condicién adicional
(1 —Kcosfy)(1—Kcosh)| <1 (2.111c)

2.6. Caos en una dimension

2.6.1. La ecuacién logistica

Una forma mas cémoda del mapa puede lograrse si se eliminan las velocidades
entre las ecuaciones (2.99). De este modo, hallamos la ecuacién para el mapa:

Tpi1 = 2Cx, — Br, 1 + 2F.(z,) (2.112)
en donde:

B = 6_>\Te

C — %(eiw_‘_Te_i_eiw_Te)

El comportamiento de los puntos iterados x, depende de la forma de la no
linealidad F.(x). Un ejemplo muy importante es es mapa cuadrdtico:

F,(z)=2* (2.113)
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Figura 2.16: Iteraciones del mapa logistico. Las curvas representan la funcion
f(z) = px(l —z) para p = 1/2 y u = 2; asi como las primeras iteraciones
partiendo de z = 1/4.

forma a la que puede llegarse siempre eligiendo convenientemente es sistema de
unidades. La ecuacién correspondiente:

Tpi1 = 2Cx, — Bxy_1 + 2F.(z,) (2.114)

contiene como casos particulares muchos mapas unidimensionales interesantes.
Por ejemplo, haciendo B = 0 y cambiando la escala de x, hallamos la ecuacion
logistica:

Tpi1 = p2,(1 —xy) (2.115)

que describe, groseramente, el crecimiento de una poblaciéon con recursos limita-
dos. Haciendo cambios lineales de la variable podemos hallar otros mapas intere-
santes como el mapa de Hénon:

Tyt — By =1 — pz? (2.116)

El comportamiento de la ecuacién (2.114) es extremadamente complejo, re-
flejando la complejidad de la ecuacién diferencial subyacente.

Ahora, estudiemos cualitativamente el comportamiento de los iterados de la
ecuacion logistica para 0 < p < 1. En ese intervalo, los iterados del mapa estan
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confinados en el intervalo [0, 1]. La Figura 2.16 muestra las primeras iteraciones
del mapa para dos valores de .
Sabemos que el comportamiento de los iterados de la ecuacion:

Tn1 = [(zn) (2.117)
esta dirigido por los puntos criticos del mapa. Estos son los puntos fijos:
z, = f(x,) (2.118)
que, en el caso de la ecuacién logistica (2.115) toma la forma:
Ty = p, (1 — ) (2.119)

Las soluciones de esta ecuacién son:

2V =0 (2.120a)
1

z? = 1-= (2.120D)
"

Como para la ecuacién logistica 0 < x < 1 la segunda solucién tiene significado
s6lo cuando g > 1. ;Qué representan estos puntos fijos en el sistema dinamico
(el oscilador) original? La primera solucién representa el oscilador en reposo. La
segunda, en cambio, representa una soluciéon periédica de periodo T

z(t+nT) =z[t+ (n— 1)T]

Examinemos la estabilidad de estos puntos fijos. Para ello, hagamos una va-
riacién en la ecuacién (2.117), sustituyendo = = z, + & y linearizando:

Ent1 = f/<x*)£n
La condicién de estabilidad del punto fijo seré:
[f(z)l <1

De otro modo, la soluciéon variacional se apartara exponencialmente del punto
fijo. En el caso de la ecuacién logistica:

) = u (2.121a)
f (1—1) = 2—pu (2.121D)
o
(2)

El punto fijo 7 es, pues, estable cuando p < 1 mientras que z,”’ es estable
cuando 1 < p < 3. En la Figura 2.16 puede verse este comportamiento: las
iteraciones tienden al punto fijo estable en cada caso.
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Figura 2.17: Primeras iteraciones del mapa logistico, para los valores de u = 1/2,2
y 25/8.

. Qué ocurre cuando p > 3?7 En ese caso los puntos fijos de (2.115) no son
mas estables. En cambio, cuando p = 3 + € aparece una “solucién peridédica de
periodo 2”: x5 = x,. Se ha producido una bifurcacion. La Figura 2.18 muestra
las primeras iteraciones cuando p = 9/8. Estos puntos fijos pueden estudiarse
observando que esta orbita periddica es, en realidad, un punto fijo de la funcién
iterada:

f&=f(f@) = pPa(l —2)[1 - p*(1 — )] (2.122)

La ecuacién resultante z, = f® es de cuarto orden, pero dos de las solucio-
1 2 L . .,
nes son z\" y 2. Si se eliminan estas dos soluciones se encuentra la ecuacién
cuadratica:

Pl 4+ p(l— pr+1=0
cuyas soluciones:
(,u—li u2—2u—3>

2
son reales si p > 3. Estudiaremos su estabilidad como antes lo hicimos. Usando

T34 =
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Figura 2.18: Orbita de periodo 2. Las curvas representan las funciones f(z) =
pr(l —x)y f@(x) = f(f(z)) para u = 25/8 = 3,125; asi como las primeras
iteraciones partiendo de z = 1/4.

f'(z) = p(1 — 22), hallamos:

Snve = p(l—223)611
= ,u2(1 —2x3)(1 — 224)&,
= (44 2p— p*)&,

y la correspondiente condicién de estabilidad es:
3<pu<14+V6~3449... (2.123)

Es dificil estudiar analiticamente el comportamiento del mapa logistico para
1 mayores. Por ejemplo, para la siguiente bifurcacién en el mapa logistico es
necesario analizar una ecuacion algebraica de grado 12. En cambio, el estudio
numérico de la ecuacién logistica es sencillo y muestra que cuando = 1+ /6 se
produce otra bifurcacién; es decir, aparece otra una solucién estable de periodo
4,y para p ain mayor otra de periodo 8 y asi sucesivamente (Figura 2.19).

El mecanismo que produce estas bifucaciones es sencillo. Una érbita de periodo
2" corresponde a un punto fijo de la funcién iterada f2", que tambiés es punto fijo
de la iterada anH. A medida que p crece, la pendiente de esta ultima funcién
aumenta y se hace igual a 1 en el valor critico de u. Para valores mayores de
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Figura 2.19: Diagrama de bifurcaciones del mapa logistico, para 2,8 < u < 4.

1, este punto fijo se hace inestable y aparecen otros dos puntos fijos estables de

f2n+1

El analisis numérico de las bifurcaciones muestra que cuando n > 1:

= e — 55 (2.124)
5§~ 4,6692... (2.125)

en donde 0 se suele llamar la constante de Feigenbaum. El andlisis numérico
muestra que una clase muy amplia de mapas unidimensionales tienen una cascada
similar de bifurcaciones con la misma constante. Diremos, pues, que 0 es universal.

La secuencia de bifurcaciones no es la tnica propiedad universal. Todas las
horquillas de la Figura 2.19 tienen una forma aproximadamente similar. Defina-
mos, en primer lugar, el ancho de una de ellas. Una érbita de periodo 2" se llama
superestable si:

& H £ (ay) (2.126)

Esta ecuacién, a su vez, implica que uno de los z; es 5. El ancho d,, se define
como:
1

= 15 - G = 16 - (2.127)
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El cédlculo numérico muestra que los anchos decrecen en la forma:

dy,
dpy1 = — (2.128)
—

a ~ 2502908. .. (2.129)

en donde « es también universal.

2.6.2. Analisis de la universalidad

Probaremos ahora que las propiedades (2.124) y (2.128) son verdaderamente
universales. La idea de la demostracién estriba en que el entorno de un maximo
de una de las funciones iteradas f?") es muy parecido a la funcién original. Més
precisamente, en el intervalo [1, d,], la funcién iterada n veces se comporta como
la funciéon original.

Para examinar el comportamiento de la iterada cerca de un maximo, obser-
vemos que (2.128) implica que:

lim (—Oé)ndn_H = d1

n—oo

= lim (—a)"f&"

n—oo Hn+1

Para estudiar esta funcién en el tentorno del maximo en x = % hagamos el
cambio de variable = (x — 3). Entonces:

y (") _
Jim (—a)"f, [/, (0) = dy
Puesto que esta expresion converge, definiremos:

91(#) = lim (—a)" fi7) (— <

n—~o0

) (2.130)

que, como depende del comportamiento de f en el entorno del maximo, deberia
ser universal. De la misma manera, definimos:

L ey [ F
gi(&) = lim (—a)" 2" (7”) (2.131)
o= (—a)
que también existen y deberian ser independientes de la funcién original f. Las
funciones g; satisfacen la relacién de recurrencia:

gir(x) = (—a)gi [ (=) (2.182)

Q

que no depende de la funcién original y sugiere fuertmenete la propiedad de
universalidad. En realidad, la funcién limite g(x) = lim; ., g;(x) no depende de

f vy satisface:
x

g(x) = (—a)g [g (—)} (2.133)

«
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He aqui una ecuacién que permite, en principio, determinar g y a. En efecto;
observemos, en primer lugar, que si g(z) es una solucién de (2.133), kg(z/k)
también lo es. Si se impone la condicion

g(0)=1 (2.134)
que implica
1

la solucién queda univocamente determinada. Para hallarla, sustituyamos una
serie de potencias:
g(z) =14 c1a® + con* + -+

en donde hemos usado la condicién (2.134). Igualando las potencias correspon-
dientes en ambos miembros hallamos:

1 = —()5(1+01+CQ+"')
2
o
1
cy = —5(4C§+60102+20162+C?+"')

Por ejemplo, si conservamos tinicamente el término en 22 hallamos:

a= 14++v3 ~273

cL = —%a ~ —1,37

Conservando términos de orden superior se halla el resultado (2.129).

Para hallar el valor de § es necesari examinar lo que sucede cerca del maximo
en una duplicacion. Lo podemos hacer comparando la funcion bifurcada “infinitas
veces” f,. con la funcién bifurcada n veces:

frn = Froe + (ptn — Mw)f(x) (2.136)
en donde of
fF_ ZJHK
I= 7z H=Hoo

El secreto del anélisis reside en que la ecuacién (2.136) puede considerarse
como un apartamiento pequeno del punto fijo de la transformacion de duplicacion:

Tf(z) = —af [f (g)} (2.137)

El andlisis, muy complicado, muestra que para n suficientemente grande se
satisface:

T"f(x) = g(x) + (1 = poc)0"h(x)
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en donde h satisface la “ecuacién de estabilidad”:

(DI D) (Do s

que muestra que tanto § como h son universales. La solucién de (2.138) puede
hallarse con la misma técnica de desarrollo en serie.

2.6.3. La region cadtica

Cuando p > i, €l periodo del sistema es “infinito”: el comportamiento es
aperiodico y, en realidad, es tan imprevisible como una tirada de dados.

Para verlo, consideremos dos iteraciones distintas de la ecuacién loguistica,
partiendo de puntos iniciales ligeramente distintos x¢ y x, = x¢ + dx¢. Entonces
tendremos:

(51‘1 = f’(x0)5x0
(5.%2 = f(2),($0)(51‘0
= f'(@1) [ (wo)dxo

y en general:
n—1
Sz, = [H f’(xn)] oz (2.139)
n=0

El producto entre corchetes controla el crecimiento de la perturbacién dzq.
Para escribir esta ecuacion en forma similar a (2.68a), introduzcamos en exponente
de Liapunov:

n—oo M,

n—1
1
A= 1m =Y In|f'(z,)] (2.140)
n=0

Entonces se cumple:
02, | ~ €™ [0

El exponente de Liapunov estima, pues, el ritmo en que se apartan dos so-
luciones entre si. Si A > 0, al cabo de un nimero de iteraciones del orden 1/\
ambas soluciones difieren totalmente entre si y por lo tanto x) no puede usar-
se para estimar x,,. Es, pues, imposible predecir la coordenanda x para tiempos
t > nt (7 es el intervalo entre iteraciones) pues los errores de redondeo en la
posicién inicial se habran amplificado hasta obliterarla. En estas condiciones, x
es tan impredecible como una tirada de ruleta. El movimiento se llama cadtico.

El exponente de Liapunov puede calcularse numéricamente en funcién del
pardmetro p. En general, A(p) no es una funcién analitica: por el contrario, es
terriblemente complicada y llena de discontinuidades. Lo que se encuentra, a
grandes rasgos, es lo siguiente:
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1. El exponente A(p) < 0 si p < pioo. Las soluciones correspondientes, que
tienden asintéticamente a se periddicas, son estables.

2. Cuando fie, < i < 4 el comportamiento de la funcién es muy complejo.
Por lo general, u > 0 y el comportamiento es cadtico, pero existen infinitas
regiones angostas que contienen soluciones periddicas, en donde p < 0. El
orden en que aparecen estas soluciones periddicas es también universal.

Aunque por lo general los exponentes de Liapunov sélo pueden calcularse
numéricamente, pueden existir soluciones analiticas cadticas para algunos valores
particulares de p. Por ejemplo, cuando p = 4:

Tpr1 = 4z, (1 — ) (2.141)
Con el cambio de variables:
1

Ty = 5(1 — cos 2m0,,)

la ecuacién (2.141) se lleva a la forma:
0,41 = 20, méd 1 (2.142)

cuyo exponente de Liapunov es, obviamente:

M =1In2=0,691... (2.143)

Pero es muy sencillo demostrar que los exponentes de Liapunov son indepen-
dientes de las coorednadas utilizadas para calcularlos y por lo tanto (2.143) es el
exponente de Liapunov para la ecuacién logistica con p = 4.
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Capitulo 3

El problema de dos cuerpos

El problema de dos cuerpos que se mueven bajo la accion de fuerzas centrales
es uno de los primeros resueltos en mecanica y uno de los mas fructiferos en
la historia de la fisica. Es también un modelo sencillo de cémo el uso de las
leyes de conservacion (Seccién 1.5) permite simplificar y resolver completamente
un problema. Por resoluciéon del problema entendemos la expresion explicita de
su solucién (coordenadas y tiempo) en términos de un pardmetro que para este
problema puede elegirse como el dangulo polar ¢. En este capitulo discutiremos
su solucion y algunas de sus aplicaciones.

3.1. Movimiento en un campo central

El movimiento de una particula en un campo de fuerza externa central (di-
rigido a un punto particular) tiene considerable interés en si mismo, aparte de
su aplicacion para resolver el problema de dos cuerpos. Se trata del ejemplo mas
sencillo, pero no trivial, de integracion de las ecuaciones de movimiento.

3.1.1. El problema de un cuerpo equivalente

Comenzaremos por mostrar como el problema de dos cuerpos que se mueven
bajo la accion de fuerzas centrales puede reducirse al de un tinico cuerpo en un
campo central. El teorema de conservacion del impulso es el que nos permite esta
reduccion.

Las ecuaciones de movimiento del problema son:

.. av ry—r

miry = _%(h‘l - Pz|)ﬁ (3.1a)
.. av ry—r

Mmoly = %(’1‘1 - 1‘2|)ﬁ (3.1b)

Puesto que no hay fuerzas externas, trabajaremos en el sistema de centro de
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masas (CM), pero en este sistema es evidente que las ecuaciones no son indepen-
dientes pues debe satisfacerse:

miry + Maolo = 0 (32)

Obtenemos una ecuacion diferencial independiente si introducimos las coor-
denadas relativas de las particulas con:

r = rq—7Ip (3.3a)
vV = Vi—Va (3.3b)

De las ecuaciones (3.1a) se obtiene de inmediato la ecuacién diferencial:

1 1\dV r
f=——+ — | —— 3.4
r (m1 + mg) dr |r| (3-4)
Definimos la masa reducida del sistema con la ecuacién:
1 1 1
- (3.5)

m mi mo
y con ella obtenemos la ecuacién de movimiento del sistema:

. dav r
mi = —— — (3.6)
dr |r|

Esta ecuacién es formalmente idéntica a la ecuacion de movimiento de una
unica particula de masa igual a la masa reducida del sistema, que se mueve bajo
la accion de una fuerza central externa. Esta gran simplificacion del problema de
dos cuerpos se debe, esencialmente, a la conservacién del impulso.

Una vez resuelta la ecuacién (3.6), las coordenadas de las particulas indivi-
duales se encuentran resolviendo el sistema lineal (3.3a) y (3.2). Por otra parte,
podemos expresar las ecuaciones de la energia y del impulso angular utilizando
coordenadas relativas. Si introducimos el impulso relativo:

p =mv (3.7)
resulta:
L=rAp (3.8)

que corresponde la impulso angular respecto del origen de una particula de masa
m. Del mismo modo, la ley de conservacion de la energia toma la forma:

1
§mv2 +V(r)=F (3.9)
que tiene una interpretacion fisica similar. Las cantidades (3.8) y (3.9) son cons-
tantes de movimiento, y su importancia reside en que gracias a ellas el problema

es completamente integrable.
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Figura 3.1: Segunda ley de Képler

3.1.2. La segunda ley de Képler

Comencemos por deducir una importante consecuencia de la conservacion del
impulso angular (3.8).

El vector L es perpendicular tanto a r como a p. Ambos vectores definen
un plano en el espacio y, por ser L constante, la orientacién de este plano es
invariante. Deducimos, pues, que en el sistema CM el movimiento se realiza en un
plano fijo, que se conoce como el plano invariante o también plano de la orbita.

Elijamos los ejes de nuestro sistema de referencia de modo que el plano inva-
riante sea el plano (x,y). El vector L serd paralelo al eje z y la ecuacién (3.8) se

escribe:
m(zy —yi) = L (3.10)

Para seguir adelante, sera conveniente introducir coordenadas polares en el
plano (z,y). Esto puede hacerse en forma simple si recordamos que un vector
plano se puede representar con un nimero complejo:

z=1x+iy =re¥ (3.11a)
y la velocidad de la particula se representa como otro complejo:
7=+ = e +irep (3.11b)

Con esta cantidad auxiliar es muy facil pasar a coordenadas polares. Por
ejemplo:
zy — yi = J(z*2) = r*p
Ahora bien, el elemento de area en coordenadas polares es dS = %T’Qd@ (Figura
3.1) y por lo tanto, el teorema de conservacién del impulso angular toma la forma:

. L
§=5- (3.12)
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en donde S es la velocidad areal: el drea barrida por el radio vector z por unidad
de tiempo. Este elegante enunciado geométrico de la conservacion del impulso
angular se conoce como sequnda ley de Képler, quien la indujo de las observaciones
del movimiento planetario. En nuestra demostracién no hemos hecho ninguna
hipdesis sobre V (r) y por lo tanto (3.12) es valida para todas las fuerzas centrales.
Una forma més cémoda de (3.12) es:

p=—— (3.13)

que proporciona una ecuacién diferencial para ¢ si se conoce r como funcién del
tiempo.

3.1.3. El problema unidimensional equivalente

El teorema de conservacién de la energia va a proporcionarnos una ecuaciéon
diferencial para r. Comencemos por escribir la energia cinética en coordenadas
polares:

S +37) = m e = m(? +r7g?)
2 2 2

Si de esta ecuacién eliminamos ¢ usando (3.12) y sustituimos en la expresion

para la conservacion de la energia (3.9), hallamos después de algin calculo la

ecuacion diferencial: )

1, L
S Vi(r)+ 52 = E (3.14)

Un momento de reflexién nos muestra que la ecuacién (3.14) es idéntica a la
ecuacion de la energia para una particula que se mueve en un potancial:

L2
2mir?

Ver(r) =V(r) + (3.15)
que se llama potencial efectivo. El tiltimo término se conoce como barrera centrifu-
ga y es la energia cinética asociada con el movimiento de translaciéon alrededor del
centro. En la teoria elemental del movimiento central, corresponde a la repulsion
debida a la fuerza centrifuga.

Podemos discutir la ecuacion (3.14) con los mismos métodos usados en la Sec-
cion 1.4.2 para estudiar el movimiento unidimensional conservativo. Por ejemplo,
supongamos que V'(r) sea un potencial atractivo que tienda a cero en el infinito
y se mantenga acotado (o que diverja mas lentamente que %2) en el origen. Para
tal potencial, V,; tendrd la forma indicada en la Figura 3.2. En este tipo de po-
tencial, las particulas con energia negativa quedaran “ligadas” con el potencial y
su movimiento estara acotado por dos radios finitos r; y ry. Estos radios, que co-
rresponden a los puntos de retorno del movimiento unidimensional, corresponen
a las raices de la ecuacion: 12

Vi) +5 5 =8 (3.16)
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Figura 3.2: Potencial efectivo Vo =772 — 2r~1

Para energias positivas, la particula puede alejarse indefinidamente del origen.
La analogia con el movimiento unidimensional no debe llevarse demasiado
lejos. Por ejemplo, en un movimiento unidimensional la particula se encuentra en
reposo en un minimo del potencial. En cambio, en el problema que nos interesa,
el minimo corresponde a una orbita circular alrededor del centro de atraccion.

3.1.4. Orbitas

La trayectoria de la particula en el plano (x, y) se puede estudiar directamente,
sin pasar por la integracifon de las ecuaciones (3.13) y (3.14). Eliminemos el
tiempo entre dichas ecuaciones para obtener la ecuacion de la orbita:

(Ccli_;)z N [Qm(E —V)- f_j] Z—z (3.17)

cuyas soluciones proporcionan las trayectorias de las particulas en el plano.
Esta ecuacion puede ponerse en una forma mas conveniente, si utilizamos
como incégnita la variable v = 1/r. Con esta nueva variable la ecuacién (3.17)

toma la forma: )
du 5 2m 1 2m
— —VI|=-|=—-—4F 3.18
(@)~ 5 () -5 315
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Figura 3.3: Orbita tipica acotada en un potencial efectivo

que tiene la forma de la ley de conservacion de la energia para un oscilador
armoénico unidimensional perturbado. La correspondiente ecuacion diferencial de
segundo orden:
d*u _ m F(u)
dp? YT T
(en donde F' es la fuerza correspondiente al potencial V') puede tratarse con el
método de Bogoljubov-Krylov si el segundo miembro es suficientemente pequeno.
Podemos deducir algunas propiedades cualitativas de la érbita utilizando la
ecuacién (3.17). Consideremos, en primer lugar, un punto de retorno que corres-
ponda a distancia minima al origen 7, tal como los puntos B y D en la Figura
3.2, En estos puntos, que se llaman pericentros de la érbita, nombre tomado de la
astronomia, se anula la derivada de r respecto de ¢ y la trayectoria es tangente al
circulo de radio ry,;,. Como la ecuacion (3.17) es invariante ante la transformacién
¢ — —¢, la trayectoria debe ser simétrica respecto del pericentro (Figura 3.3).
Supongamos ahora que la energia es negativa. En ese caso la érbita estara com-
prendida entre dos circulos de radios ryi, v mmax. Evidentemente, la trayectoria
también serd tangente al circulo exterior y simétrica respecto de los puntos de
tangencia Figura 3.3, que se llaman apocentros. Deducimos que la trayectoria
estd formada por una secuencia de arcos de la misma forma que van desde r;, a
rmax Y Viceversa. Cada uno de estos arcos representa una caida hacia el centro o
un escape del mismo. Al caer hacia el centro desde un apocentro hacia un peri-

(3.19)
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centro, la particula gana energia cinética a expensas de la energia potencial. Esta
energia cinética se distribuye entre las componentes radial y angular de manera
que se satisfaga la segunda ley de Képler: a medida que la particula se acerca al
origen aumenta la componente r¢ hasta que, en la cercania del pericentro, toda la
energia cinética ha sido absorbida por la componente tangencial del movimiento.
Luego, durante el ascenso, los fenémenos se reproducen en el orden inverso.

Aunque la trayectoria estd confinada a una region finita del plano, por lo
general no serd cerrada. El angulo que gira el vector r después de un viaj de de
ida y vuelta entre ryi, ¥ rmax vale:

T Ld
Ay =2 / L (3.20)
Tmin 12 \/Qm(E -V) - f—;

y la condicién para que la trayectoria sea cerrada es que:
m
Ap = 21—
n

con m y n enteros.

Para un potencial cualquiera esto ocurrird sélo para algunos valores excep-
cionales de las condiciones iniciales. Hay dos potenciales, sin embargo, cuyas
trayectorias son siempre cerradas: el oscilador armoénico tridimensional y el po-
tencial coulombiano. En los otros casos, la diferencia entre Ay y un multiplo de
27 se conoce como la precesion del pericentro. Si la érbita no es cerrada, sus lazos
sucesivos llenaran la corona comprendida entre 7y, v Tmax-

Si la energia es positiva, la particula puede alejarse hasta el infinito. Como
a grandes distancias del origen el potencial tiende a cero, la trayectoria tiende
asintoticamnte a una recta. La orbita consistird entonces de dos ramas simétricas
respecto del pericentro P , con asintotas rectilineas que forman entre si un angulo
® (Figura 3.4). De la ecuacién de la érbita hallamos:

o 2/ Ldr
Tmin r2\/2m(E -V)- f—;

que proporciona el angulo girado en funcién de la energia e impulso angular de
la particula.

(3.21)

Problemas 3.1

Problema 3.1.1.
Probar que las coordenadas de las particulas 1 y 2 estan dadas por:

ma
rH=———r
my + Mo
my
Yo = ——m7T
ma + mo

,Cuéles son las velocidades correspondientes?
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Figura 3.4: Orbita tipica de choque en un potencial efectivo

Problema 3.1.2.
Probar que los impulsos de las particulas 1 y 2 son iguales en médulo al impulso
relativo.

Problema 3.1.3.
Probar las ecuaciones (3.8) y (3.9).

Problema 3.1.4.

Usando el teorema de conservacion del impulso, un sistema aislado de N particu-
las se reduce al problema equivalente de N — 1 particulas. Llevar a cabo esta
reduccion explicitamente para un sistema de N particulas de la misma masa.

Problema 3.1.5.

La ecuacién de movimiento (3.6) requiere seis constantes de integracion. En esta
seccién hemos determinado cuatro: E, L, 7o v . ;Cudles son las otras dos
constantes de integracién?

Problema 3.1.6.
Una particula se mueve en érbita circular alrededor del centro. Hallar el periodo
del movimiento.

Problema 3.1.7.
Una particula sometida a un potencial atractivo cae hacia el origen desde una
distancia ry. Expresar el tiempo de caida.
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Problema 3.1.8.
Probar que la trayectoria de un oscilador arménico tridimensional:

1
V(r)= 51{:7"2

es una elipse centrada en el origen.

Problema 3.1.9.
Hallar las coordenadas del oscilador armonico tridimensional en funcion del tiem-

po.

Problema 3.1.10.

El oscilador del problema 3.1.8 se perturba con un pequeno potencial de la forma
%2' Hallar la precesién del perihelio en este problema y mostrar que la érbita se
puede representar aproximadamente como una elipse que rota lentamente alre-
dedor del origen.

3.2. El problema de Képler

El problema del movimiento en un campo central con potencial V' oc 1/r es
aun hoy uno de los mas importantes de la fisica. Todo el problema planetario (y
en general la mecanica celeste) gira a su alrededor y el problema de choques de
particulas cargadas en la aproximacion semiclasica de la mecénica cuantica lo usa
en forma esencial. En esta seccion discutiremos algunas de sus caracteristicas mas
importantes y en la proxima examinaremos su aplicacion al choque de particulas
cargadas.

3.2.1. Orbitas keplerianas

Comenzaremos por estudiar las orbitas cerradas en un potencial kepleriano

atractivo:
«Q

V(r)=—= (3.22)

r
para el cual la ecuacion de la 6rbita (3.17) se integra facilmente:

Ldr
¥ — Yo = .
TQ\/QmE—i-QmTO‘—f—Q
L _ ma
T L

omE + 1

L2

= arc cos

en donde hemos supuesto o > 0.
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Figura 3.5: Elipse kepleriana

Si se elige el eje = del sistema de coordenadas de manera tal que ¢y = 0,
obtenemos la ecuacién explicita de la orbita:

p

= 3.23
" 1+ecosp ( )
con 12
= 3.24
p= (3.24)
y

/ 22
=4/1 3.25
e + ol ( )

La ecuacién (3.23) representa una cénica de excentricidad e y pardametro (o
latus rectum) p, con uno de sus focos en el origen (Figura 3.5). Cuando el potencial
es atractivo, a > 0, hay tres posibilidades:

> (0, Hipérbola
E < =0, Parabola
< 0, Elipse
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En el ultimo caso, que corresponde a la Figura 3.5, la elipse tiene los semiejes:

p [0

_ _ 3.26
1—¢ 2| (3:26a)
P L

V1—e? N V2m |E|

Este cardcter eliptico de las érbitas acotadas se conoce como primera ley de
Képler.

La orbita es cerrada cualesquiera sean las condiciones iniciales. Esta notable
propiedad del potencial kepleriano se debe a un teorema de conservacién peculiar
de este potencial (Seccién 3.2.3). Las condiciones iniciales sélo determinan la
forma y el tamano de la elipse. El caso e = 0 corresponde al minimo del potencial
efectivo Vi z4:

a

b= (3.26b)

777/042

E=-—
202

y a una orbita circular.

Por otra parte, si @ > 0 las érbitas no pueden ser cerradas y tenemos soélo
parabolas (si £ = 0) o hipérbolas. Todos estos casos se discutirdan en los proble-
mas.

3.2.2. Evolucion temporal

En los problemas astronémicos, es importante conocer las coordenadas de las
particulas en funcién del tiempo. El periodo del movimineto puede hallarse en
forma elemental aplicando la 2.2 ley de Képler (3.12). El tiempo en que el radio
vector barrera la superficie total de la elipse sera:

2m
T=—S5
L

Pero la superficie de la elipse es S = mab, y utilizando las ecuaciones (3.26)
hallamos:

p o TavIm
2 2

3
= 27r,/ a?

Esta dltima ecuacién, que conecta el periodod del movimiento con el eje mayor
de la 6rbita es la tercera ley de Képler. En el caso planetario, m es la masa reducida
del planeta y a = G ymyme, con lo que se halla:

(3.27)

B

Q

472
T? = — — 3 3.28
Gn(my + mQ)a ( )
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Figura 3.6: Elipse kepleriana

y de esta ecuacion se deduce que la constante de proporcionalidad entre los cua-
drados del periodo (sideral) de revolucion y los cubos de los ejes mayores es casi
la misma para todos los planetas pues la masa solar m; = M, es mucho mayor
que la masa de los planetas. La precision de las observaciones astrométricas, sin
embargo, es tan grande que es esencial usar la ecuacién exacta (3.28). Por otra
parte, en un sistema de dos cuerpos (tal como los sistemas estelares) el conoci-
miento del periodo y del eje mayor de la elipse pueden usarse para determinar la
masa total del sistema.

La determinacion del radio en funcién del tiempo no es tan sencilla y debemos
recurrir a la integracién de la ecuacién de la energia (3.14). Si sustituimos la
expresion del impulso angular y de la energia como funcion del eje mayor y de la
excentricidad, obtenemos:

t—t():

23

1 rdr
a2 3.29
/ \/CL262 —(r—a)? ( )

La constante de integracién ty, que se conoce como tiempo de pasaje por el
pericentro, puede elegirse como cero. Para calcular la integral, intruduzcamos una
variable auxiliar u, llamada la anomalia excéntrica en mecanica celeste, a través
de la ecuacion:

r—a=—aecosu (3.30a)
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y en ese caso la integral (3.29) es inmediata:

T
t= 27r(u sen u) (3.30b)
Las ecuaciones (3.30), conocidas por Képler, representan paramétricamente
a la funcién r(t). El angulo u tiene una representacién geométrica interesante.
Tracemos un circulo de radio a concéntrico con la érbita (Figura 3.6) y marquemos
el punto @) sobre el circulo con la misma abscisa que el planeta P. El angulo u
entre la direccién del perihelio y el punto @) es la anomalia excéntrica.
No es dificil hallar las coordenadas z e y del planeta en funcién de u. Exami-
nando la Figura 3.6 proponemos:

r = a(cosu — e) (3.31a)
y = bsenu (3.31b)

No es dificil probar, usando (3.23), que estas ecuaciones son, en verdad, las
correctas expresiones para las coordenadas en funcién del tiempo.

3.2.3. El vector de Lenz

Hemos mencionado que la clausura de las érbitas keplerianas puede conectarse
con una ley de conservacién peculiar al potencial (3.22). La cantidad conservada
es el vector de Runge-Lenz:

A=—al +vAL (3.32)
r

Es sencillo probar que A se anula. En efecto:

si ahora sustituimos la expresiéon para el impulso angular (3.8) y la ecuacién de
movimiento:

hallamos A = 0.
Para hallar la direccion y modulo del vector de Runge-Lenz multipliquemos
su definicién (3.32) escalarmente por r:
L2
r-A=—-ar+—
m

en donde hemos usado la propiedad ciclica del producto mixto de tres vectores.
Si llamamos ¢ al angulo entre r y A:
L2
r= m

_om 3
o+ Acosb (3.33)
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y finalmente, comparando esta ecuacién con (3.23) hallamos:
A = aex (3.34)

El vector de Lenz, pues, apunta hacia el perihelio y tiene un médulo |A| =
ae. Esta propiedad hace interesante el uso del vector de Lenz para estudiar las
perturbaciones orbitales generadas por una pequena fuerza adicional f:

) r
my = —a—3 + f (3.35)

Si ahora repetimos los calculos de L y de A usando la ecuacién (3.35) como
ecuacién de movimiento hallamos las perturbaciones de las constantes de movi-
miento:

.

L=rAf (3.36a)
A=fAL+pA(rAf) (3.36b)

La primera ecuacion representa el efecto de las cuplas introducidas por la
perturbacion; la segunda, por otra parte, contiene la precesion del pericentro de la
orbita kepleriana debido a la perturbacién externa f. Para calcularla, observemos
que A contiene el cambio en la excentricidad:

A-A=oPeé (3.37)

mientras que la precesion del pericentro es igual a la proyeccion sobre la direccion

ortogonal:

LAA .
0 = ‘A .
et A (3.38)

en donde hemos introducido la notaciéon w para la posicién angular del pericentro.

Problemas 3.2

Problema 3.2.1.
Calcular la masa del Sol M sabiendo que la constante de Newton vale Gy =
6,67 x 107%cm? s72 g=! y que el eje mayor de la érbita vale ag = 1,5 x 103cm.

Problema 3.2.2.

La luna y la tierra giran alrededor de su centro de masas con un periodo T =
27,3 dias. La distancia media de la tierra a la luna es de 60 radios terrestres y el
centro de gravedad del sistema se encuentra a .72 radios del centro de la tierra.
El radio medio de la tierra vale Rg; = 6730 km. Calcular las masas de ambos
cuerpos.

Problema 3.2.3.
Discutir la dependencia temporal para las 6rbitas hiperbdlicas (E > 0, > 0)
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N.° Nombre M; (10** kg) a (10'!') m
1 Mercurio 0.3332 0.5791
2 Venus 4.870 1.082
3 Tierra 6.053 1.496
4 Marte .6418 2.278
5 Jupiter 1899 7.783
6 Saturno 568.6 14.27
7 Urano 86.82 28.70
8 Neptuno 102.7 45.00

Cuadro 3.1: Datos orbitales de los planetas

Problema 3.2.4.
Discutir la dependencia temporal para las érbitas hiperbélicas (E = 0,a > 0)

Problema 3.2.5.
Al potencial kepleriano se le anade una pequena perturbacién §V (r). Hallar la
precesiéon del pericentro bajo esta perturbacion.

Problema 3.2.6.
La precesién del perihelio de Mercurio se debe a dos contribuciones:
1. La precesién debida a las perturbaciones de otros planetas, con:

2

8
GMZ r
5VP(T) = — Z o In (1 — ?)
=2

1 7

2. La correccion que produce la Relatividad General:

GMyg a(l — e?)
2 r3

(5VR(T’) =

Calcular numéricamente la precesion total del perihelio de Mercurio y comparar
con el resultado observacional:

o = 575" [siglo

Problema 3.2.7.
Sea dV (r) = — 7% Resolver exactamente la ecuacion de la érbita con este potencial
perturbador y calcular la precesion del pericentro co.
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Figura 3.7: Problema tipico de dispersion

3.3. Dispersion de Particulas

Los problemas de colisién, en que dos sistemas inicialmente muy alejados entre
si se acercan, interactuan fuertemente y luego vuelven a alejarse, aparecen con
mucha frecuencia en la fisica:

1. las moléculas de un gas lo estdn haciendo continuamente: el intercambio de
energia e impulso en cada choque contribuye a la hidrodinamica del gas;

2. muchos cometas en el sistema solar tienen drbitas hiperbdlicas y su movi-
miento puede describirse como un choque entre el cometa y el Sol;

3.y (jDios nos libre!) los encuentros entre automoviles y peatones cuando
cambia inesperadamente la luz del semaforo.

A diferencia del movimiento en érbitas acotadas, en los problemas de colisién
rara vez interesa la predicciéon de una tunica 6rbita. En cambio, es mucho més
interesante estudiar propiedades estadisticas de familias interesantes de orbitas,
pues a veces de ellas es posible deducir informacion sobre la estructura del sistema.
En este caso, se habla de problemas de dispersion. Nos limitaremos al choque de
dos particulas que interactian con fuerzas centrales.

3.3.1. Seccion eficaz

Un problema tipico de dispersion es el siguiente: sobre un cuerpo de masa M,
que llamaremos blanco, llega un haz de particulas de masa m, que llamaremos
proyectiles, cuyas trayectorias exactas no se conocen, pero que inicialmente tienen
su impulso paralelo al eje z. Estas iltimas sufriran deflexiones en un angulo
© respecto de la direccién original del haz (Figura 3.7). Esta situacién puede
realizarse experimentalmente con mucha precisiéon y de estos experimentos de
dispersion es posible sacar conclusiones sobre la estructura del sistema.
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Para analizar el fenémeno, examinemos primero el sistema de referencia en
que el blanco estd inicialmente inmévil. Este sistema de referencia suele llamarse
sistema de laboratorio o sistema L. Es tradicional elegir el eje z coincidente con
la direccién inicial del haz. El problema de dispersién con fuerzas centrales tiene
simetria alrededor del eje z y, por lo tanto, el niimero de particulas dispersadas en
una direccién ddad depende sélo del angulo de dispersién. Sea dn(©) el nimero de
particulas dispersadas dentro de un angulo sélido df2 = sen © dO. Esta cantidad
depende, naturalmente, de la intensidad del haz ng: el nimero de particulas por
unidad de area. El cociente:

() dQ2 = (3.39)
o
se llama seccion eficaz de dispersion y al ser independiente de la intensidad del
haz es caracterisitca del sistema de dos cuerpos (m, M). La integral de la ecuacién
(3.39) sobre toda la esfera se llama la seccidn eficaz total del sistema.

La definicién (3.39) corresponde al sistema L. Una definicién anéloga vale para
el sistema CM, que es muy ttil para el calculo tedrico de la seccion eficaz. En este
ultimo, (Seccién 1.5.4) ambas particulas se acercan con impulsos iguales y opues-
tos a lo largo del eje z y luego se apartan formando un dngulo x con la direccion
original de incidencia. Es evidente que ambos sistemas estan relacionados por una
transformacion de Galileo y que la velocidad del sistema CM respecto del sistema
L es igual a la velocidad del centro de masas. Esta tultima, por conservacién del

impulso vale:
m

 m+M Vi
donde V; es la velocidad inicial de la particula incidente en el sistema L. Eviden-
temente, V' es el médulo de un vector V dirigido a lo largo del eje z.

Para hallar la conexion entre ambos angulos de deflexién, observemos que las

velocidades finales deben estar conectadas por la transformacién de Galileo de
velocidad V:

(3.40)

vMseny = v-sen© (3.41a)

vMeosxy =vtcos©® =V (3.41Db)

De las ecuaciones (3.41) y del problema 3.1.1 se halla el angulo de deflexién
en el sistema L en funcién del dngulo de deflexién en el sistema CM:

M sen y

tan © = (3.42)

m + M cos x

La conexion entre las secciones eficaces se halla observando que la cantidad
dn(0), el numero de particulas desviadas en un angulo sélido dado, no puede
depender del sistema de referencia. De esta manera, se encuentra la conexién
entre ambas secciones eficaces:

oL(©)sen © dO = ocm(x) sen x dx (3.43)
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Figura 3.8: Geometria de un problema de dispersién

De la misma manera es posible transformar otras cantidades interesantes para
el problema de dispersién de un sistema de referencia al otro.

3.3.2. Calculo de la seccion eficaz

Pasemos ahora a calcular la seccion eficaz correspondiente a un potencial
dado, trabajando en el sistema CM. De la Figura 3.8 vemos que el angulo de
dispersion es igual a:

X = |m— P| (3.44)

donde @, el angulo entre las asintotas, estd dado por la ecuacién (3.21), en funcién
del impulso angular y la energia. Por otra parte, en los problemas de dispersion, se
conoce usualmente la energia asintética de la particula incidente, E.,. El impulso
angular de la particula, en general no se conoce, pero es conveniente parame-
trizarlo con el pardmetro de impacto b: la distancia minima a la que pasaria la
particula del centro dispersor si la fuerza central no existiese (Figura 3.21). Si
expresamos todo en funcion de la velocidad asintotica de la particula v.:

1
E= 5mvgo (3.45a)
L = musb (3.45b)

La introduccién del parametro de impacto simplifica el calculo de la seccién
eficaz. La energia de las particulas del haz esta fijada y por lo tanto sus trayecto-
rias son funciones solo del parametro de impacto. Por lo tanto, las particulas con
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pardmetros de impacto en el intervalo [b, b+ db] serdn deflectadas en un dngulo
comprendido entre [x(b), x(b+ db)]. Pero si la intensidad del haz es ng, el nimero
de particulas que atraviesan la corona de radio b es:

dn = 2wbdbng
y por lo tanto
b |db
= — 3.46
700 = o |5 (3.46)

donde hemos escrito el médulo de la derivada pues ésta puede ser negativa, mien-
tras que o(x) es por definicién positiva.

3.3.3. Formula de Ruthenford

Un caso particular muy importante lo constituye la dispersiéon por un poten-
cial kepleriano. Los importantes experimentos de dispersion de particulas o por
atomos, que llevaron al descubrimiento del niicleo atémico, se analizaron de esta
manera.

En el caso de un potencial kepleriano, la integral (3.21) es elemental y vale:

a

® = arc cos mbve (3.47)
(i)

Hemos supuesto que el potencial es repulsivo y hemos reemplazado la energia
y el impulso por sus expresiones (3.45). Despejando el pardmetro de impacto en
funcién de x:

2

X
cot? =
m2vi, 2

0 =

y sustituyendo en (3.46) obtenemos la seccién eficaz:

U(X)Z( - )2 ! (3.48)

2 4x
2mug, ) sen* 3

Esta es la famosa férmula de Ruthenford para la seccién eficaz de dispersién
por un potencial kepleriano. Tiene una divergencia cuando y = 0, debida a que
el potencial kepleriano tiene alcance infinito. Cualquiera que sea el pardametro
de impacto de la particula incidente, ésta sufre una deflexién aunque pequena.
La acumulacion de estas deflexiones de pequeno angulo producen la divergencia
de la seccién eficaz. La ecuacién (3.48) predice también desviaciones en todos los
angulos, aun hacia atras y = 7. Estas ultimas se deben a particulas con pequenos
parametros de impacto, que sufren fuertemente la accion repulsiva del potencial
kepleriano.
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Figura 3.9: Potencial que produce dispersién arcoiris

3.3.4. Fendémenos particulares de dispersion

La expresion (3.46) para la seccién eficaz de dispersién puede requerir un
tratamiento mas cuidadoso en ciertos casos particulares. El examen cualitativo de
la integral (3.21) nos permitira distinguir algunos de estos casos que corresponde
a fenémenos particulares importantes de dispersién.

En primer lugar, observemos que la expresion (3.46) diverge cuando el angulo
de deflexién x tiene un valor estacionario en funcién de b:

dx _

=0
db

La seccién eficaz se hace infinita para el valor particular del parametro de im-
pacto en que esto ocurre. El arcoiris se produce justamente asi: una gran intensi-
dad luminosa es dispersada hacia el angulo sélido en la direccion y estacionaria,
y por analogia se llama a este fenémeno dispersion arcoiris.

Un ejemplo sencillo de potencial capaz de producir un arcoiris es el que se
muestra en la Figura 3.9, que tiene un maximo acotado Vj en el origen. Para
energias mayores que V{ el dangulo de deflexion y se anula cuando b = 0 y la
particula pasa por el origen. Lo mismo ocurre cuando b > a, el rango del po-
tencial. Entre ambos ceros del angulo de deflexién debe existir un maximo, por
continuidad.

Otro fenémeno similar ocurre cuando el angulo y puede cambiar de signo.
Puede probarse facilmente que para que esto suceda, el potencial debe tener
una region atractiva. En efecto, consideremos un potencial monétono repulsivo,
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normalizado para tender a cero en el infinito. Puesto que el potencial es positivo:

@ _ 2 min Ldu
o \2m(E-V)— L2u?
Umin Ld
<2 -
0 vV 2mE — L2U2
<m

y por lo tanto hallamos el resultado “natural” para un potencial repulsivo:
0<d< 7 (3.49)

Esto no es cierto si el potencial tiene no es monoétono o si es atractivo: en
estos casos el dngulo puede crecer mas alla de todo limite o cambiar de signo.

Cuando y = 0 se presenta el fenémeno de gloria: una gran intensidad en
particulas dispresadas se proyecta hacia adelante y forma una aureola alrededor
de dicha direccion.

Si el potencial tiene un méaximo en r = ry puede presentarse el fenémeno de
orbitaje. Cuando la energia de la particula incidente sea préxima a la del maximo
la integral se hace muy grande y divergera para energias iguales al maximo del
potencial efectivo. Cuando esto ocurre, el angulo ® crece mas alla de todo limite y
la particula da vueltas alrededor del origen en una trayectoria espiraloide. Hacia
la direccion y saldran particulas que hayan girado una o mas veces alrededor del
origen y cada una de estas orbitas contribuye a la seccion eficaz:

o

1 b
() = 2 Z sen (

m=1

dbm
¢

(3.50)

C=x-+m

La seccién eficaz también se hace muy grande para las energias que correspn-
den al orbitaje.

Problemas 3.3

Problema 3.3.1.
Hallar la transformacion de la energia entre los sistemas CM y L.

Problema 3.3.2.
Hallar la expresion explicita para la transformacion de la seccion eficaz.

Problema 3.3.3.
Calcular la seccién eficaz para una esfera rigida:

Vi) = oo r<R
0 r>R

., Cuanto vale la seccién eficaz total?
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Figura 3.10: Potencial que produce orbitaje

Problema 3.3.4.
Calcular la seccién eficaz para un pozo de potencial:

v(f):{—vo r<R
0 r>R

..Cuanto vale la seccién eficaz total?

Problema 3.3.5.
Calcular la seccion eficaz para una loma cuadrdtica:

V(r):{(‘)/o(l_%) reft

r>R
Mostrar explicitamente que se presenta el fenémeno de arcoiris.

Problema 3.3.6.
Discutir la dispersion por el potencial

Vi(r) = Vog (1 - E)
r r
JEn qué casos se presenta el orbitaje?
Problema 3.3.7.
Un cuerpo esférico de masa M y radio R se mueve a través de una nube ho-
mogénea de polvo con velocidad V. Las particulas que chocan se adhieren a la

superficie de la esfera y la masa de ésta aumenta con el tiempo. Calcular el ritmo
de aumento de la masa % y del radio de la esfera.
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Capitulo 4

Las ecuaciones de Lagrange

Las leyes de Newton que hemos enunciado en el Capitulo 1, aunque muy ge-
nerales, no son muy cémodas para tratar ciertos problemas fisicos, entre los que
se incluyen principalmente los de movimiento vinculado. Un segundo tipo de pro-
blemas que sugieren una formulacién diferente de la mecanica es el énfasis puesto
por la fisica moderna en los principios de simetria y las leyes de conservacion
asociados. La formulacion lagrangeana de la mecanica, que estudiaremos en este
capitulo, intenta facilitar la resolucion de ambos problemas: tanto la eliminacion
de vinculos en un problema mecanico como la introduccién evidente de simetrias
en el mismo a través de la funcién lagrangeana.

4.1. Movimiento vinculado

Existe un tipo de interacciones entre cuerpos, las interacciones de contacto,
cuyo efecto es imponer restricciones en el movimiento. Por ejemplo, las cuentas
de un collar estan obligadas a moverse a lo largo del hilo, un tren a lo largo de
las vias y un buque debe permanecer en la superficie del mar. Tales restricciones
se llaman condiciones de vinculo y el movimiento bajo las mismas, movimiento
vinculado.

4.1.1. Vinculos y grados de libertad

Diremos que un sistema tiene f grados de libertad si su posicién respecto
de un sistema de referencia queda determinada por un conjunto de f nimeros
reales. Asi, el tren tiene un grado de libertad, el buque dos y una particula libre
en el espacio tiene tres grados de libertad. En general, un sistema de n particulas
no vinculadas tiene f = 3n grados de libertad. Si entre las coordenadas de un
sistema de particulas se verifican r condiciones de la forma:

®(ry,...,1,) =0 (4.1)
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Figura 4.1: Relaciones de vinculo en un cuerpo rigido

el nimero de grados de libertad del sistema sera:
f=3n—r (4.2)

Consideremos como ejemplo el cuerpo rigido. Este es un sistema de particulas
en el cual la distancia entre dos cualesquiera es constante. Entonces hay %n(n —1)
condiciones de vinculo de la forma 7;; = ¢;;. No todas estas condiciones, sin
embargo, son independientes. En realidad, basta con fijar la distancia de una
particula a otras tres, que pueden elegirse arbitrariamente (Figura 4.1). Hay 3n—9
ecuaciones de este tipo, a las que debemos anadir tres mas que fijan las distancias
entre las particulas de referencia. En total hay:

f=3n—(Bn-9+3)=6 (4.3)

Los vinculos que originan condiciones de la forma (4.1) se llaman holonomos.
Hay otros tipos de vinculos que no pueden expresarse en la forma (4.1) y que
se llaman anholonomos. Un ejemplo de vinculo anholonomo lo proporciona una
pared rigida situada en el plano z = 0. Las trayectorias posibles de una particula
estan restringidas por la desigualdad z > 0.

Otro ejemplo importante de vinculo ahnolonomos aparecen cuando hay fuer-
zas de roce en el sistema. Considreremos como ejemplo un patin, que es un sistema
con tres grados de libertad pues necesitamos tres nimeros para especificar su po-
sicién: las coordenadas de su centro de masa, (z,y) y el dngulo ¢ que forma el
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Figura 4.2: Vinculos anholonomos en un patin

eje del patin con el eje x. Sin embargo, las fuerzas de roce con el piso no permi-
ten desplazamientos laterales y en un desplazamiento infinitesimal tendremos la
restriccién (Figura 4.2):

cos ¢pdy — sen pdxr = 0 (4.4)

Vemos que mientras que el patin es un sistema con tres grados de libertad,
en un movimiento infinitesimal se comporta como un sistema con dos grados de
libertad. Esto significa que la ecuacién (4.4) no puede integrarse independien-
temente de las ecuaciones de movimiento y llevarse a la forma (4.1). Debemos,
pues, resolver simultaneamente las ecuaciones de movimiento y la condicién de
vinculo (4.4). Esta clase de vinculos anholonomos, que en general se escribira:

D ®p(ry,. .. y)dry =0 (4.5)
k

es tipico de los problemas de “rodadura sin deslizamiento”.

4.1.2. Trabajos virtuales

La manera mas natural de tratar un problema de vinculos es introducir las
fuerzas de contacto (o también fuerzas de vinculo) existentes entre ambos cuer-
pos. Pero infortunadamente, éstas son desconocidas y es necesario calcularlas
junto con la solucion de las ecuaciones de movimiento. Por ejemplo, considere-
mos una particula obligada a moverse sobre un anillo circular. En este caso, las
fuerzas de vinculo son la fuerza centrifuga de la particula y la reaccién del anillo.
Como la fuerza centrifuga depende de la velocidad de la particula es imposible
calcularla hasta no haber resuelto el problema del movimiento.
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Es posible formular la mecdnica de manera que desaparezcan las fuerzas de
vinculo y de esa manera evitar muchas de las complicaciones que traen apare-
jadas. Comencemos por considerar un sistema en el cual las fuerzas sobre cada
una de las particulas que lo componen se anulan F; = 0. Diremos que este siste-
ma esta en equilibrio o que es un sistema estdtico. Imaginemos ahora que cada
particula sufre un desplazamiento infinitesimal or; compatible con los vinculos.
Este desplazamiento, que no debe confundirse con un movimiento real del sistema,
se llama un desplazamiento virtual. El trabajo realizado por los desplazamientos
virtuales, llamado trabajo virtual, se anula trivialmente:

2

Ahora bien, en un gran niimero de sistemas las fuerzas de vinculo son normales
a los desplazamientos virtuales y no realizan trabajo. Por ejemplo, si una particula
estd forzada a moverse sobre una curva, la fuerza centrifuga es normal a la curva
y normal, por lo tanto, al desplazamiento virtual. Los sistemas con fuerzas de
roce son ejemplos donde lo anterior no se cumple: las fuerzas de contacto tienen
una componente paralela al desplazamiento virtual y produciram trabajo virtual.
Si nos restringimos a sistemas libres de roce, las fuerzas de vinculo desaparecen
de la ecuacion (4.6), y éstas pueden escribirse:

S F o =0 (4.7)

en donde las FEA) se llaman las fuerzas aplicadas al sistema.

La ecuacion (4.7) resume en una forma muy elegante los principios de la estati-
ca de particulas vinculadas. Su importancia es tan grande que la enunciaremos
€cOmo un principio:

Principio 4.1 (Trabajos virtuales).
Las fuerzas aplicadas a los sistemas vinculados satisfacen la ecuacion (4.7), en
donde los desplazameientos virtuales son compatibles con los vinculos.

Este es un principio de gran generalidad, pues las fuerzas de roce pueden
incluirse entre las fuerzas aplicadas.

Como un ejemplo sencillo, apliquemos la ecuacién (4.7) a la palanca (Figura
4.3). Esta consiste en un cuerpo rigido que puede girar alrededor de un punto
llamado punto de apoyo A. Sobre los puntos B y C, situados a distancia l; y I del
punto de apoyo se aplican sendas fuerzas F; yF,. Hallaremos las condiciones que
deben satisfacer las fuerzas en equilibrio usando el principio de trabajos virtuales.

Un desplazamiento virtual compatible con los vinculos es una rotaciéon en un
angulo d¢ alrededor del punto de apoyo. Los puntos B y C se desplazaran una
distancia:

(STB = —l1(5¢
(57”0 = lgégb

113



Figura 4.3: Equilibrio en una palanca

en una direccién normal a los brazos de palanca 1y y ly. La ecuacién (4.7) se
reduce, en este caso a:

(F{'h — F3'1)6¢ = 0

en donde F" es la componente de la fuerza normal al brazo de palanca. Final-
mente, puesto que d¢ es arbitrario:

FPly = FJl, (4.8)

que es la ley de Arquimedes: los momentos de las fuerzas respecto del punto de
apoyo deben ser iguales.

La fuerza de vinculo, en este caso la reaccién del punto de apoyo, ha desapa-
recido completamente del problema.

4.1.3. El principio de d’Alembert

La generalizacion del principio de trabajos virtuales a la dinamica es inme-
diata. Escribamos la ley dinamica como:

F,—p,=0 (4.9)

e introduzcamos la nocion de fuerza inercial —p. El ejemplo mas conocido de
fuerza inercial es la fuerza centrifuga. En este caso hay una aceleracion dirigida
hacia el centro de curvatura de la trayectoria y la fuerza inercial correspondiente,

cuyo modulo es:

U2

|F.| = —ma, = —m— (4.10)

P
apunta en direccién opuesta al centro de curvatura. Otro ejemplo de fuerzas
inerciales lo dan las frenadas de un automévil: los pasajeros se sienten empujados

hacia adelante.
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Las fuerzas inerciales se manifiestan, por lo general, en sistemas de referencia
no inerciales. Por ejemplo, en el caso de una frenada brusca el pasajero experimen-
ta la fuerza inercial porque estd vinculado (por las fuerzas de roce) al automévil,
que es un sistema no inercial. Con respecto al camino, que es un sistema inercial,
el pasajero tiende a moverse con velocidad constante hasta que es detenido por
las fuerzas de roce. Por esta razon, las fuerzas inerciales suelen llamarse fuerzas
ficticias, pero este nombre es inapropiado: un lavarropas centrifugo expele el agua
por accion de la fuerza centrifuga y una frenada muy brusca puede terminar con
un chichon real en la cabeza por accion de la “fuerza ficticia”.

Con la introduccion de fuerzas inerciales la ley dinamica se reduce, formalmen-
te, a una condicion de equilibrio estatico. Podemos, pues, aplicar el principio de
trabajos virtuales a este sistema. Para hacerlo, “congelemos” el movimiento del
sistema y apliquemos un desplazamiento virtual a cada particula. La imposicion
del principio de trabajos virtuales conduce a:

> (FY — pi)-or; =0 (4.11)

Nuevamente estamos frente a una ecuacién de gran importancia pues resu-
me las leyes de la mecanica de sistemas vinculados y la enunciaremos como un
principio:

Principio 4.2 (de d’Alembert).
Un sistema mecdnico arbitrario satisface la ecuacion (4.11), en donde los despla-
zamientos virtuales son compatibles con los vinculos.

Podemos enunciarlo también como que las fuerzas aplicadas estan en equilibrio
con las inerciales.

4.1.4. Ejemplos

Examinemos algunos ejemplos de aplicacion del principio de d’Alembert a
sistemas vinculados.
Maquina de Atwood

Como un primer ejemplo, examinemos el movimiento de una maquina de
Atwood (Figura 4.4). Esta consiste en una polea de radio R y masa despreciable
de la que cuelgan dos masas m; y ms. La aplicacion del principio de d’Alembert
nos da la condicién:

(mlg — mlél)ézl + (mgg - m222)522 =0 (412)
La condicion de vinculo es:

21+ZQ+7TR:L (413)
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Figura 4.4: Esquema de una maquina de Atwood

donde L es la longitud del hilo; y la condicion de compatibilidad de los despla-
zamientos con los vinculos es:

521 = —522 (414)

De las ecuaciones (4.12), (4.13) y (4.14) obtenemos la ecuacién de movimiento
para el sistema:
(my +mg)Z; = (M1 —ma)g (4.15)

En esta ultima ecuacién la tensién del hilo, que es la fuerza de vinculo, ha
desaparecido por completo.
Movimiento sobre una curva

Otro ejemplo importante es el de una particula forzada a moverse siguien-
do una curva dada. En este caso la condicién de vinculo puede representarse
convenientemente en forma paramétrica:

r=r(§) (4.16)

Para este ejemplo, el principio de d’Alembert da la condicién:
(F—p)or=0 (4.17)

y el desplazamiento serd compatible con los vinculos si se produce a lo largo de
la curva:

6r—@

= G0t (4.18)
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r(z)

Figura 4.5: Movimiento sobre una curva

Como Z—g es proporcional al versor tangente a la trayectoria t, podemos escribir

la ecuacién anterior en la forma:
(F— )t =0

0O sea

en donde el subindice indica la componente tangencial del vector. Todavia es
posible simplificar més la ecuacién (4.19) utilizando:

_|dr) _jdrydS
S ldt| |de| dt = 1<
_dv_d_T.Q .
V=T dfg +T(§)¢

para obtener una ecuacién diferencial para el parametro &.

El péndulo

El ejemplo clésico de movimiento sobre una curva prefijada es el péndulo
simple (Figura 4.6). El hilo de suspensién obliga a la particula a moverse sobre
una circunferencia de centro O y radio [. Utilicemos el apartamiento del péndulo
de la vertical 6 como parametro. La componente tangencial de la fuerza es:

F, = —mgsenf
y la componente tangencial de la aceleracion es:

at:lé
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Figura 4.6: Péndulo ideal

De aqui deducimos la ecuacién de movimiento:

0 + % senf =0 (4.20)

La integracion de esta ecuacion no puede hacerse en términos de funciones
elementales y conduce a integrales elipticas. Para oscilaciones de pequena ampli-
tud puede usarse el método de Bogoljubov-Krylov, desarrollando el seno en serie

de Taylor:
- 63
0+=0——+...
+3 ( et )
Al orden mas bajo, el periodo de oscilaciéon es independiente de la amplitud

Omax (ley de isocronia de Galileo) y estd dada por la férmula conocida:

[
T =21/ —
g

4.1.5. Multiplicadores de Lagrange

Apliquemos el principio de d’Alembert para obtener ecuaciones de movimiento
generales en presencia de vinculos. La dificultad para hacerlo es que los desplaza-
mientos virtuales dr, no son independientes pues deben ser compatibles con los
vinculos. Asi, si tenemos r condiciones de vinculo holonomos:

(I)Z‘(I'l, ce ,I'n> =0 (421)
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los desplazamientos virtuales estaran ligados por la condicién:

D Vi®i(ry,. .. 1,)0r =0 (4.22)
k

La misma forma tienen las restricciones introducidas por vinculos anholonomos.

Ahora bien, la existencia de las restricciones (4.22) introduce la siguiente
dificultad. Si en el principio de d’Alembert (4.11) los desplazamientos virtuales
fueran independientes, cada uno de los términos debe anularse y por lo tanto se
obtienen las ecuaciones newtonianas del movimiento p, = Fj. Pero en presencia
de vinculos los desplazamientos virtuales estan sujetos a las restricciones:

Y Dpedry =0 di=1,...r (4.23)
k

Una forma muy elegante de obtener las ecuaciones generales de movimiento
es introducir los multiplicadores de Lagrange. Multipliquemos cada una de las
ecuaciones (4.23) por una funcién arbitraria A; y sumemos a la (4.11). Obtenemos:

Z(FEA) - pz)(srz + Z )\1 Z (I)ik'él‘k =0
i k

)

o también, reordenando ligeramente:

Z(Fﬁm — it Y Ai®y)-dr, =0 (4.24)

k

Con la introduccién de los multiplicadores de Lagrange existen suficientes
parametros libres como para tratar a los desplazamientos virtuales como can-
tidades independientes. De este modo hallamos las ecuaciones de Lagrange de
primera especie:

Pe=Frt+ > NPy (4.25)

Este es un sistema de 3n ecuaciones diferenciales que, junto con las r con-
diciones de vinculo nos permiten determinar las 3n + r incognitas ry y A;. Las
ecuaciones (4.25) muestran que los multiplicadores de Lagrange son las inten-
sidades de las fuerzas de vinculo, jque de este modo vuelven a entrar por la
puerta trasera! La ventaja de las ecuaciones de Lagrange de 1.2 especie es que
proporcionan un tratamiento muy elegante de las mismas.

Como un ejemplo, retomemos el tratamiento de la méquina de Atwood. In-
troduzcamos un multiplicador de Lagrange para tratar las fuerzas de vinculo.
Hallamos:

(mlg — mlﬁz’l)ézl + (mgg — m222)(522 + )\(521 + (522) =0 (426)
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De esta ecuacion obtenemos las ecuaciones de Lagrange de 1.2 especie:

miZ; = mig + A (4.27a)

que junto con la ecuacién de vinculo (4.13) permiten resolver el problema. En
particular, de las ecuaciones (4.27) y (4.13) hallamos facilmente el multiplicador
de Lagrange:

1
A= —§(m1 +ma)g (4.28)

que expresa el resultado intuitivo: la tensién de la cuerda es igual y opuesta al
peso de las masas.

Problemas 4.1

Problema 4.1.1.
Hallar las condiciones de vinculo anholonomo en el caso de una esfera que rueda
sobre un plano.

Problema 4.1.2.
Lo mismo para una rueda cuyo eje se mantiene en posicion vertical.

Problema 4.1.3.
Aplicar el principio de trabajos virtuales a los sistemas de la Figura 4.7. ; Cuéles
son las aceleraciones si los sistemas se encuentran fuera del equilibrio?

Problema 4.1.4 (Balanza de Poggendorf).

De un brazo de una balanza cuelga una méaquina de Atwood, cuya polea se en-
cuentra trabada. Del otro brazo cuelga una masa que equilibra la masa de la
maquina de Atwood. En el instante ¢ = 0 el sistema se encuentra en reposo y se
destraba la polea de la maquina de Atwood. Hallar las aceleraciones presentes en
el sistema en ese instante. ;Se desequilibra la balanza?

Problema 4.1.5.
Estudiar las pequenas oscilaciones de una blanza alrededor de su posicion de
equilibrio.

Problema 4.1.6.
Una particula cae desde una altura h a lo largo de un alambre en forma de hélice
circular de radio R y paso d. Hallar el tiempo de caida de la particula.

Problema 4.1.7 (Péndulo cicloidal).

Una particula se mueve bajo la acciéon de la gravedad siguiendo una trayectoria
cicliodal. Probar que el periodo de oscilacién de la particula es independiente de
la amplitud de las oscilaciones.
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Figura 4.7: Problemas sobre trabajos virtuales

4.2. El Principio de Minima Accién

El principio de d’Alambert, que hemos estudiado en la Seccion 4.1 es una po-
derosa herramienta para tratar problemas de movimiento vinculado. En su forma
original tiene el inconveniente de que las variaciones dr; no son independientes
entre si pues deben satisfacer las condiciones de vinculo. La eliminacion de estas
variaciones es un proceso engorroso y resulta conveniente cambiar la formulacion
del principio de d’Alembert para obtener una formulacién més elegante.

4.2.1. Lagrangeano y accion

Desarrollaremos la nueva formulacién partiendo de la ecuacion fundamental
del Principio de d’Alembert:

Z(FI(CA) — Pr)0r, =0 (4.29)
k

En esta ecuacion, los desplazamientos virtuales se efectiian “congelando” el
sistema; es decir, variamos su configuracion instantanea. Para cada instante ten-
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Figura 4.8: Variaciéon de una trayectoria

dremos un desplazamiento distinto dry(t), y llamaremos a estas funciones del
tiempo la variacion de la trayectoria. Para cada particula del sistema tendremos,
entonces, su trayectoria real ry(t) y su trayectoria variada vy (t) + dry(t).

Para dada instante, tenemos una ecuacién de la forma (4.29). Sintetizaremos
todas estas ecuaciones en una sola integrando entre los instantes inicial y final ¢,
y tli .

1
/ dt Y (FY — pr)-orp =0 (4.30)
to k

Ahora bien, la cantidad:

S TFY ory = oW (t) (4.31)
k

es el trabajo virtual realizado por las fuerzas aplicadas al variar la trayectoria en
el instante ¢t. En el importantisimo caso particular de una fuerza conservativa:

SW = —5V(r) (4.32)

en donde

V(r)=V(r+dr)—V(r)

es la variacion de la energia potencial bajo un desplazamiento virtual.
El segundo término de (4.30), que es la integral del trabajo virtual realizado
por las fuerzas inerciales, puede transformarse integrando por partes:

t1 t1 d
—/ dtpk-érk = —pk~5rklg —|—/ pk-aérkdt (433)
to to

Hasta aqui los dr;, son arbitrarios, salvo la restriccion de que sean compatibles
con los vinculos. impondremos, ademas, que la variacion se anule en los extremos
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del intervalo:
dri(t1) = dry(to) = 0,

restriccion que nos garantiza que la trayectoria variada coincide con la real en
esos instantes. En estas condiciones el primer término de (4.33) se anula y el
segundo lo simplificamos observando que:

d .
E(Srk = 5I‘k

es la variacion de la velocidad de la particula, con lo que obtenemos:

t1 t1 t1
/‘memﬁi/Eymmmwzfaﬂwt (4.34)
to k to k to

Finalmente, reemplazando (4.34) y (4.32) en (4.30) hallamos la condicién:
t1
/ (0T —6V)dt =0
to

que enunciaremos como un principio:

Principio 4.3 (de Hamilton).
Un sistema mecdnico conservativo debe satisfacer la condicion

t1
5/(T—Wﬁ:0 (4.35)
to

para las trayectorias reales de nuestro sistema.

La ecuacion (4.35) se conoce también con el nombre de Principio de Minima
Accion o Principio de Hamilton. La cantidad:

S:/%T—Wﬁ (4.36)

to
se llama accion y la funcién
L=T-V (4.37)

el lagrangeano del sistema.

Aclaremos algunos puntos conectados con la ecuacién (4.35). En primer lugar,
observemos que representa una condicion de extremo. Para verificarlo, considere-
mos un sistema formado por una tunica particula que se mueve sobre el eje x y
aproximemos la integral (4.36) como una suma de Riemann:

S~ zn:L(ti)T (4.38)
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en donde 7 es un intervalo muy pequeno que haremos tender a cero. La expresion
(4.38) es una funcién de n + 1 variables: las coordenadas de las particulas en los
instantes tg,...,t,:

S(x[b'"v‘rn)

Pero esta funcién de n 4 1 variables tendra un extremo si un pequeno cambio en
las variables no produce cambios de primer orden en la funcion:

08 = S(xg + 0o, ..., Ty + 0xy) — S(x0,. .., 2,) =0

Si ahora hacemos tender 7 a cero, el nimero de variables tiende a infinito y
obtenemos la condicién (4.35). Una cantidad como (4.36) que a cada funcién de
un conjunto le hace corresponder un ntimero real se llama un funcional y es una
generalizacién de la nocién de funcién de varias variables reales.

Por otra parte, el extremo de la acciéon debe ser un minimo, pues siempre
es posible incrementar la accién sumando a la trayectoria una variacién sinusoi-
dal que incrementard la energia cinética. Resumiendo: la trayectoria real de un
sistema entre dos puntos es la que hace minima la accion.

Observemos, en segundo lugar, que el lagrangeano de un sistema mecanico
no es unico. Siempre es posible sumarle al derivada con respecto del tiempo de
una funcién arbitraria, pues como las variaciones se anulan en los extremos del
intervalo también se anula su contribucion.

Si las fuerzas no son conservativas, el principio de minima acciéon toma la
forma:

t1
/ (0T + dW)dt =0 (4.39)
to
que es importante cuando hay fuerzas de roce. Salvo algtin caso excepcional, nos
limitaremos a sistemas que admiten un lagrangeano y por lo tanto sin fuerzas de
roce.

4.2.2. Coordenadas generalizadas

El principio de minima accién (4.35) es una formulacién completamente ge-
neral de la ley dinamica y por lo tanto contiene las ecuaciones de movimiento
de las particulas asi como las restricciones introducidas por los vinculos. El paso
siguiente serd eliminar las restricciones que éstas introducen en las variaciones
5I'k.

Esto puede hacerse mediante el uso de multiplicadores de Lagrange, como en
la Seccion 4.1.5, pero en el caso de vinculos holonomos existe una manera aiin mas
elegante de lograrlo. Comencemos examiando un ejemplo sencillo: el movimiento
de una unica particula somentida a una condicién de vinculo:

O(r) = P(x,y,2) =0 (4.40)
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La condicion expresa que la particula estd obligada a moverse sobre una su-
perficie definida por la ecuacién (4.40). Podemos expresar esta condicién de otra
manera con una representacion paramétrica de la superficie:

r =r(u,v) (4.41)

Lo mismo puede hacerse si la particula se mueve sobre una curva (Cf. Seccién
4.1.4). Los pardmetros u,v constituyen un sistema de coordenadas generalizadas
sobre la superficie y es natural intentar describir el movimiento de la particula
en estas coordenadas. Asi, si la particula esta forzada a moverse sobre una esfera
serda natural usar latitud y longitud de la particula como coordenadas.

Para generalizar estas ideas a un sistema de n particulas, imaginemos un espa-
cio de 3n dimensiones que llamaremos el espacio de configuracion del sistema. Un
punto en el espacio de configuracion queda determinado por las 3n coordenadas:

ry,...,ry

y por lo tanto cada punto en el espacio de configuracion representa una posicion
del sistema.

El espacio de configuracién es un caso particular de una variedad diferenciable.
Una variedad diferenciable M es un espacio topoldgico que satisface las siguientes
propiedades:

1. M es un espacio de Hausdorff;
2. M tiene una base de abiertos numerable;

3. M es localmente euclideo, es decir, para cada conjunto abierto A C M
existe un subconjunto abierto A" C E" tal que A" = 1(A);

4. las funciones ¢ : M — FE™ son difeomerfismos: biyectivas, continuas y
diferenciables.

Si ahora existen r condiciones de vinculo holonomas:
Op(ry,...,r,) =0

el movimiento del punto representativo del sistema estara restringido a una varie-
dad diferenciable de 3n — r = f dimensiones. Como en el espacio tridimensional,
podemos introducir un sistema de coordenadas generalizadas en esta varidedad
usando una representacién paramétrica de la misma. Llamaremos {¢;} al conjunto
de f parametros independientes o coordenadas generalizadas. También sera con-
veniente llamar espacio de configuracion a la variedad parametrizada por las ¢;,
ya que el punto representativo estd obligado a moverse sobre ella.

Si del espacio de configuracién descendemos al espacio tridimensional ordina-
rio, las coordenadas fisicas de las particulas se expresan en la forma:

r, = ri(gl; Ce ,Qf) (442)

125



y con estas ecuaciones podemos expresar el lagrangeano como funcién de las ¢; y
de las velocidades generalizadas ¢;. La energia potencial se transforma de manera
inmediata. Transformemos en cambio la energia cinética:

1 .
T=3 zk: myi? (4.43)
Derivando (4.42):
' i ot (4.44)
I, = q; .
' i=1 aqz
que sustituido en (4.43) da:
1 f
T = 3 ”221 Gij (q)qiqj (4.45)
en donde 9e. 9
I, OTrp
gii(q) = Sy, X T 4.46

De este modo, el lagrangeano queda expresado como una funcién general de
las coordenadas y velocidades generalizadas:

La energia cinética tiene una interpretaciéon geométrica muy elegante en el
espacio de configuracion. En efecto:

(dt)Q% = %(drm (4.48)

en donde M es la masa total del sistema, representa la distancia entre dos puntos
del espacio de configuracion si las unidades de longitud sobre distintos ejes difieren
en los factores de escala 7%. Incluyendo ahorla las restricciones impuestas por los
vinculos, la expresion (dt)Q% representa la distancia entre dos puntos a lo largo
de la variedad definida por las condiciones de vinculo.

4.2.3. Las ecuaciones de Lagrange

Con la introduccién de coordenadas generalizadas estamos en condiciones de
resolver nuestro problema: hallar ecuaciones de movimiento para sistemas con
vinculos holonomos. La bisqueda de na funciéon que haga minimo un funcional
de la forma:

S = / ! L(q, §)dt (4.49)

to
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se conoce en matematicas como cdlculo de variaciones. Sus aplicaciones son,
obviamente importantes: la determinacién de curvas de longitud minima entre
dos puntos o curvas geodésicas, es un ejemplo. En ese caso, si t es el pardmetro
que describe la curva r = r(t), el nicleo del funcional seré:

L=Vi?

El uso de coordenadas generalizadas puede ayudar a resolver estos problemas. En
los problemas de esta seccion damos algunos ejemplos interesantes de calculo de
variaciones.

Para hallar el minimo de la accién debemos anular su variacién, la que ob-
tendremos variando cada una de las coordenadas generalizadas. La variacion de

la accién seré: . oL oL
_ bl I Rl YO 4.
08 /to Z (aqi(SqZ + 8q~5q’) dt (4.50)

)

Integrando por partes el primer término de (4.50), y recordando que las va-
riaciones se anulan en los extremos, se encuentra:

“ (0L d 0L
[ 3 (5 - g w0

Ahora bien, como las variaciones dg; son arbitrarias e independientes, la in-
tegral sélo puede anularse si se anulan separadamente cada uno de los factores
entre paréntesis. Obtenemos asi las ecuaciones de Lagrange:

OL _d oL _

(4.51)

que son las ecuaciones de movimiento expresadas en coordenadas generalizadas.
De su deduccién concluimos que conservan su forma (o que son covariantes) bajo
un cambio de coordenadas de la forma:

4 = qi(qu, - - -, q5)

que es, tal vez, su propiedad mas importante.
Podemos escribir (4.51) en una forma semejante a la ley de Newton si intro-
ducimos los impulsos generalizados:

oL
i = A 4.52
Pi= g (4.52)
y las fuerzas generalizadas:
oL
Q=5 (4.53)
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con lo que las ecuaciones de Lagrange toman la forma:
pi = Qs (4.54)

En general, los impulsos generalizados dependen de las coordenadas a través
de las funciones g;;(g). Por la misma razdn, las fuerzas generalizadas dependen
de las velocidades. Estos términos pueden considerarse “fuerzas ficticias”, cuyo
origen proviene del uso de coordenadas generalizadas.

Si en el sistema hay fuerzas no conservativas, es conveniente introducir las
fuerzas generalizadas, de manera que:

OW = Fyredry = Y Q;0q; (4.55)
k J

De la comparacion de ambas expresiones deducimos la forma de las fuerzas
generalizadas:

or
Q; = ZFka—qk (4.56)
k J

4.2.4. Movimiento en un campo central

Apliquemos la teoria desarrollada en las secciones anteriores al movimiento
de una particula en un campo central (Seccién 3.1). Ya hemos visto que es con-
veniente usar coordenadas polares para resolver este problema. Un breve repaso
de los resultados de la Seccién 3.1 nos muestra que el lagrangeano del sistema es:

L= %m(f2 +72¢%) = V(r) (4.57)

Para obtener las ecuaciones de movimiento calculemos:

oL dVv 9
Qr - E - _W_’_mrgb
P =mr

y la ecuacion “radial” de movimiento resulta:

mit = —% + mr¢? (4.58)

Como habiamos mencionado antes, en esta ecuacién la fuerza no es sélo el
gradiente del potencial. Tenemos ademés el término:

2
. mu
mr<b2 =1
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Figura 4.9: Variacién de las componentes de un vector en coordenadas polares

que es la fuerza centrifuga. El origen de este término proviene del uso de un
sistema de coordenadas no cartesiano: al desplazar el vector velocidad de un
punto a otro préximo, su proyeccién en la direccién radial varfa en (Figura 4.9):

dv = r(cosdp — 1) + rgsendd = ro’dt

Esta variacion del vector se debe a la variacion de la direccion de los ejes
coordenados y representa una aceleracion adicional que debe descontarse de la
variacion total de la velocidad. De alli que:

. . 1dV
7 — T¢2 TS

sea la ecuacion de movimiento para el radio vector.
Consideremos ahora la ecuacién de Lagrange para ¢. Las derivadas necesarias
son:

oL
0p
oL :
— =mrp
99
y por lo tanto, la ecuacién de Lagrange es:

d 2y
(M) =0

que se integra inmediatamente para dar:

0

mr¢ = L (4.59)

129



que es la ley de conservacion del impulso angular. En la formulacién lagrangeana,
esta ley de conservacion surge de la independencia del lagrangeano de la variable
angular ¢.

Una variable que no figura en el lagrangeano (aunque si su derivada tempo-
ral) se llama una wariable ciclica. Cada variable ciclica da lugar a una ley de
conservacion:

pc — O

donde
oL
Pe ™ 4.

es el impulso generalizado asociado a la variable ¢.. Veremos en la Seccion 4.3
que la presencia de variables ciclicas refleja la existencia de simetrias en el la-
grangeano; en este caso la invarianza bajo rotaciones alrededor del eje z.

4.2.5. Potenciales generalizados

La gran generalidad del principio de minima accién queda demostrada con la
introduccién de potenciales generalizados U(q, ¢), que dependen de las velocida-
des. La tnica condicién que deben cumplir es que:

oU  d oU
Qi=— 94, o o (4.60b)

Un ejemplo importante de potencial generalizado puede introducirse para el
movimiento de una particula en un campo electromagnético. La fuerza de Lorentz
sobre una particula de carga e es igual a:

Fp=e¢ [E + % (v/\B)] (4.61)

Ahora bien, el campo electromagnético puede expresarse a través de dos po-
tenciales: el potencial escalar ¢ y el potencial vectorial A. Las expresiones corres-
pondientes:

B=VAA (4.62a)
10A
E=-Vo— > (4.62b)

satisfacen idénticamente las ecuaciones de Maxwell homogéneas:

V-B=0
10B

VAE+ -—— =0
+08t
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No es dificil demostrar que la fuerza de Lorentz (4.61) puede expresarse en
términos del potencial generalizado:

1
Ulr,v)=e (gzﬁ — —V'B) (4.63)
c
y el lagrangeano de una particula en un campo electromagnético toma la forma:
1, 1
L= gmv- —e ¢»—-v-B (4.64)
c

Es facil verificar que el lagrangeano (4.64) describe correctamente las ecua-
ciones de movimiento de una particula en un campo electromagnético.

Problemas 4.2

Problema 4.2.1.
Expresar la energia cinética de una particula en los siguientes sistemas de coor-
denadas:

1. Coordenadas parabdlicas planas
2. Coordenadas esféricas.
3. Coordenadas elipsoidales

Problema 4.2.2.
Hallar el lagrangeano de los siguientes sistemas:

1. Péndulo simple
2. Péndulo cicloidal
3. Particula que cae a lo largo de un alambre helicoidal.

Problema 4.2.3.
Hallar el lagrangeano de los siguientes sistemas:

1. Péndulo esférico

2. Péndulo doble (Figura 4.10).

Problema 4.2.4. 1. Probar que las geodésicas del plano son las lineas rectas.
Trabajar en coordenadas cartesianas.

2. Resoler el mismo problema usando coordenadas polares.
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Figura 4.10: Coordenadas generalizadas para el péndulo doble

Figura 4.11: Problema de la braqustécrona
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Problema 4.2.5.
Hallar las geodésicas de una superficie esférica.

Problema 4.2.6 (Problema de la braquistécrona).
Hallar la curva que debe seguir una particula para descender entre dos puntos A
y B en tiempo minimo (Figura 4.11).

Problema 4.2.7 (Catenaria).
Hallar la forma de una cadena suspendida entre dos puntos A y B.

Problema 4.2.8.
En el instante t = 0 se deja caer una particula desde el punto x = 0, que llega al
punto x = x( en en instante t = t,.

1. Si se supone que el movimiento de la particula puede describirse con un
polinomio cibico, hallar las relaciones que deben satisfacer los coeficientes
de:

T =a+bt+ct® + dt*

para que se cumplan las condiciones inicial y final.

2. Calcular la accion para el movimiento:

to
S:/ Ldt
0

L= émﬁ — mgx

con

como funcién de los coeficientes indeterminados del polinomio.

3.  Minimizar la accién (sujeta, eventualmente a alguna condicién), hallar los
coeficientes del polinomio y comparar con la solucién elemental del proble-
ma.

Problema 4.2.9.
Probar que el lagrangeano (4.64) origina las ecuaciones de movimiento para una
particula en un campo electromagnético.

4.3. Simetrias y leyes de conservacion

Las ecuaciones de movimiento de un sistema aislado de particulas deben sa-
tisfacer un conjunto de restricciones. Asi, por ejemplo, el principio de relatividad
de Galileo impone una forma particular a dichas ecuaciones (Seccién 1.2.2). En
esta seccidon mostraremos que esas restricciones son consecuencias de simetrias
del sistema y que éstas dan origen a leyes de conservacion.
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4.3.1. Simetrias y grupos

En lo que sigue, jugara un papel esencial la nocién de grupo de transformacio-
nes. Las transformaciones que mencionamos en la Seccién 1.1.2 son en realidad
grupos de transformaciones sobre el espacio euclideo: el grupo de rotaciones, de
galileo, etc. Todos ellos son grupos continuos pues contienen elementos arbitra-
riamente proximos a la identidad; por ejemplo, en el grupo de traslaciones existen
traslaciones que conectan pares de puntos del espacio euclideo arbitrariamente
proximos.

La multiplicacion g; ® go de dos elementos de un grupo continuo debe ser una
funcién continua de g; y g» y también ¢! debe ser funcién continua de g. Si
ademds de continuas estas dos funciones son infinitamente diferenciables C'> el
grupo se llama un grupo de Lie. Todos los grupos introducidos en la Seccién 1.1
son grupos de Lie.

Los elementos de un grupo de Lie son funciones de un pequenio niimero de
variables: sus pardmetros. Por ejemplo, una tralaciéon cualquiera t queda carac-
terizada por sus proyecciones sobre los ejes t;.

Un subgrupo es un subconjunto de un grupo que a su vez forma grupo. En
los grupos de Lie son importantes los subgrupos uniparamétricos, tales como las
rotaciones alrededor del eje z o las traslaciones a lo largo del eje . Un grupo
de Lie se obtiene multiplicando elementos que pertenecen a distintos subgrupos
uniparamétricos. Por ejemplo, una traslacion arbitraria se obtiene sumando tras-
laciones apropiadas a lo largo de los tres ejes.

Estamos ahora en condiciones de definir una simetria en un sistema lagran-
geano. Sea: t

1
S = / L(q,q)dt (4.65)
to
la accién de un sistema mecanico lagrangeano y sea G un grupo que actiia sobre
el espacio de configuracién en la forma:

4 = gi(q) (4.66)

Diremos que el sistema mecanico goza de simetria bajo dicho grupo si la
accién transformada S’ = S + C difiere de la antigua en una constante aditiva.
En ese caso, el lagrangeano transformado difiere del antiguo en una derivada total
respecto del tiempo:

L'(d,q¢)=L(g,4) + F
S'=S+AF

La invarianza de la accién bajo un determinado grupo de transformaciones
exige que el lagrangeano tenga una forma muy particular. En efecto, las varia-
ciones de coordenadas bajo la accién de un elemento infinitesimal del grupo no
seran independientes y el efecto de la variacion se cancelara solo si la accion tiene
dicha forma.
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4.3.2. El teorema de Noether

La consecuencia mas importante de la existencia de una simetria en un sis-
tema mecénico es la apariciéon de una ley de conservacién asociada a la misma.
Este resultado, conocido como teorema de Noether, es una de las principales
consecuencias de la formulacién lagrangeana de la mecanica. Con él podemos re-
lacionar las propiedades que atribuimos al espacio y al tiempo con los teoremas
de conservacion que ya conocemos.

Demostremos el teorema en el caso de un subgrupo uniparamétrico, limitando-
nos a transformaciones infinitesimales. Sea « el parametro correspondiente al
subgrupo. Bajo una transformacion infinitesimal da la transformacién de coor-
denadas (4.66) tomard la forma:

d g;
da|,_,

0q; = da

(4.67)

Consideremos ahora el cambio de la acciéon S calculada a lo largo de la tra-
yectoria real de la particula. Sustituyendo (4.67) en (4.50) hallamos el cambio de

la accién: oL d L de
qi qi
4.
08 = d&/ g [8q1d0z aqida} dt (4.68)

El dltimo término de (4.68) se puede integrar por partes pero recordando que
ahora las variaciones no se anulan en los extremos. Obtenemos de este modo:

t OL d OL] dg; OLdg|"
68 =d - =
5 O‘/to Z [aqi dt(?qll Z oG dal,

Ahora bien, el sistema mecanico obedece las ecuaciones de movimiento (4.51)
y por lo tanto el primer término de (4.69) se anula a lo largo de la trayectoria. Si
ahora imponemos la condicién de invarianza de la accién 5 = 0 hallamos:

(4.69)

24
Di or

0g;

= Pige (4.70)

t=t1 t=to

que es la ley de conservacién que buscabamos.

Los grupos tratados en la Seccién 1.1 originan los teoremas clasicos de conser-
vaciéon. La homogeneidad del espacio se representa como invarianza bajo el grupo
de traslaciones. El teorema de Noether muestra que la correspondiente canti-
dad conservada es el impulso lineal (Problema 4.3.3). La isotropia del espacio es
la simetria asociada con la invarianza bajo el grupo de rotaciones. La cantidad
conservada en este caso es el impulso angular del sistema (Problema 4.3.4).

La ley de conservaciéon (4.70) puede expresarse de una manera particular-
mente sencilla si se elige el pardmentro a mismo como una de las coordenadas
generalizadas. La invarianza de la acciéon S bajo el grupo de transformaciones
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implica que el lagrangeano no puede ser una funcién de «. Una variable dinamica
que aparece en el larangeano sélo a través de su velocidad generalizada se llama
variable ciclica. El teorema de conservacion (4.70) se reduce entonces a la forma
muy elegante:

pa = Cte (4.71)

donde p, es el impulso generalizado asociado con la variable ciclica a.

4.3.3. Homogeneidad temporal y energia

Discutamos brevemente la invarianza de la accion bajo traslaciones tempora-
les:
t'=t+ 6t (4.72)

Veremos que en ciertos casos la magnitud asociada con esta simetria es la
energia total del sistema. Consideremos entonces la traslacién temporal infinite-
simal (4.72). El cambio de la accién bajo esta transformacién es igual a:

58 = ot /t Z {g_;qi + gﬂ dt — St [L(t) — L(ty)] (4.73)

donde el ultimo término proviene de la variacion de los limites de integracion. El
primer término se escribe, con ayuda de la ecuacién de movimiento (4.51), en la

forma: . p 5 . p
/to Xi:ddt <aq'iq) /to Zi:ddt(pq)

y sustituyendo en (4.73) obtenemos la ley de conservacion:

(pids — L)|t:t1 = (pids — L)|t:to
La magnitud

H= pii—1L (4.74)

se llama funcion de Hamilton o hamiltoniano del sistema mecanico. Veremos mas
adelante que es funcion de las variables ¢; y p; vy no de ¢;. Probaremos ahora que
si las fuerzas son conservativas H es la energia total del sistema. En efecto, en
ese caso:

1 .
L= 5 Zgz’j%’%’ - Vi(q)
ij
y los impulsos generalizados son:

bi = Z 9ij4;
J
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El hamiltoniano del sistema resulta entonces:
.. 1 ..
H = § 9ii%id; — 5 E Gij¢iq; + V(g =T +V (4.75)
ij ij

que es la energia total del sistema.

La conservacién de la energia resulta, pues, consecuencia de la homgenei-
dad temporal. En realidad, debemos recordar que el lagrangeano de un sistema
mecanico no puede definirse cuando hay fuerzas de roce, de manera que los sis-
temas aislados que admiten lagrangeanos son automaticamente conservativos.
En presencia de fuerzas de roce hay otra simetria que es méas importante para
caracterizar a los sistemas conservativos: la invarianza de las ecuaciones de mo-
vimiento bajo la inversiéon temporal t' = —t. El grupo asociado a esta simetria
es un grupo discreto y no esta cubierto por el teorema de Noether. En general,
el problema de las fuerzas de roce no puede discutirse inicamente dentro de la
mecanica de particulas y las consideraciones termodinamicas son fundamentales
para su elucidacién.

4.3.4. Construccion de lagrangeanos

Tal vez lo mas valioso de la formulacion lagrangeana de la mecanica sea la
posibilidad que abre el teorema de Noether para construir lagrangeanos que sa-
tisfagan determinados principios de simetria. Examinemos un par de ejemplos
sencillos y en los problemas se enunciaran otros.

La particula libre

Comencemos con el problema sencillo del lagrangeano de una particula ais-
lada. Nuestro propdsito es construir una funcién escalar de los tensores conco-
mitantes de una particula libre: su posicién r y su velocidad v. La forma mas
general del lagrangeano de una particula sera, pues:

L= f(r,v,t) (4.76)

Sin embargo, el lagrangeano (4.76) debe ser invariante bajo los grupos de
traslaciones, rotaciones, tralaciéon temporal y Galileo, y eso introducird grandes
restricciones en su forma. Recordemos que vajo una transformacién cualquiera,
el lagrangeano s6lo puede cambiar en una constante aditiva.

Bajo una traslacién infinitesimal dr, el lagrangeano (4.76) se transformard en
la forma:

L'= f(r,v,t)+ Vf(r,v,t)-dr

y como el tltimo término no puede escribirse como una derivada total respecto
del tiempo, el lagrangeano no puede depender de r. En forma similar, la homo-
geneidad temporal implica que f no puede depender de t. El lagrangeano debe
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tener, pues, la forma:
L= f(v)
Pero la invarianza bajo rotaciones exige que f sea funcién solo de cantidades
escalares, y el nico escalar que puede formarse con el vector v es v?; de modo

que:
L= f(v? (4.77)

Finalmente, exijamos invarianza bajo transformaciones de Galileo v/ = v +
dV. Sustituyendo en (4.77) hallamos:

L' = f(v*) +2f (v*)v-6V

en donde f’ indica la derivada respecto del argumento v2.
Como 6V es un vector constante, el iltimo término serd una derivada total
sOlo si el coeficiente es una constante:

2f'(v?) =m

en donde m representa la masa de la particula. Finalmente, combinando los re-

sultados anteriores hallamos: )
L= EmUQ (4.78)

para el lagrangeano de la particula libre.

Particula en un campo electromagnético

Para el lagrangeano de una particula en un campo electromagnético, buscare-
mos una forma muy general, basada en el pricipio de aditividad: el lagangeano es
una suma de términos con las simetrias adecuadas. Los tensores concomitantes
que tenemos en juego son la posicién y velocidad de la particula, r y v, y los
potenciales escalares y vectorial del campo ¢ y A. Si exigimos que en ausencia
de campo el lagrangeano se reduzca a la particula libre, tendremos:

L= %va —ep+eAv+e"Ar (4.79)

En general, un campo electromagnético puede depender del espacio y del

tiempo, de manera que los principios mencionados de simetria no son relevantes.

En cambio, en presencia de un campo electromagnético, el principio fundamental

de simetria es la invarianza bajo transformaciones de medida. Las ecuaciones

(4.62) ue expresan los campos en funcién de los potenciales son invariantes bajo
transformaciones de medida de los potenciales, de la forma:

A=A +Va(r,t) (4.80a)
. 10«
¢ =0--2 (4.80b)
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Puesto que son los campos quienes ejercen las acciones ponderomotrices, es
natural exigir que la invarianza de medida sea una simetria del lagrangeano.
Efectuando la transformacion (4.80) hallamos:

10
L'=1L+ =Y +eVav+e'Var
c Ot

Los dos primeros términos forman una derivada total si ¢/ = e, mientras que
el dltimo término no puede escribirse de esta manera, de modo que ¢’ = 0.
Finalmente, el lagrangeano toma la forma (4.64).

Problemas 4.3

Problema 4.3.1.
Hallar la ley de composicién de dos traslaciones.

Problema 4.3.2.
Lo mismo, para dos transformaciones de Galileo.

Problema 4.3.3.
Probar que la invarianza de la accion bajo traslaciones a lo largo del eje z implica
la conservacion del impulso p,.

Problema 4.3.4.
Lo mismo, para rotaciones alrededor del eje z y L,.

Problema 4.3.5.

Mostrar que la forma mas general para una interacciéon que dependa unicamente
de las coordenadas de dos particulas y que satisfaga los principios de invarianza
mencionados es V(|r; — ra|).

Problema 4.3.6.
Probar que en el lagrangeano de una particula en un campo electromagnético no
puede existir un término de la forma A-L.
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Capitulo 5

El cuerpo rigido

El cuerpo rigido, que ya hemos definido (Seccién 4.1.1), es el més simple de
los sistemas de muchas particulas. Esta simplicidad se debe a que el ntimero de
grados de libertad de un cuerpo rigido es siempre seis, cualquiera sea el niimero
de particulas en juego. Por esta razon los problemas en que interviene un cuerpo
rigido se pueden resolver muchas veces analiticamente. Si pensamos en la gran
cantidad de cuerpos que se comportan aproximadamente como rigidos (desde la
carroceria de un auto hasta una cacerola) y la gran cantidad de dispositivos que
se han disenado sobre ese modelo, se comprende el gran interés que tiene la teoria.
En este capitulo nos limitaremos a los problemas mas sencillos.

5.1. Rotaciones

De los seis grados de libertad de un cuerpo rigido (Seccién 4.1), tres corres-
ponden a una traslacién del centro de masas del cuerpo de la posicion inicial Ry a
la posicién final R;. Sabemos que este movimiento esta regido por la ley dinamica
(1.86). Los otros tres grados de libertad se refieren al movimiento relativo alrede-
dor del centro de masas (Seccién 1.5) y son los més interesantes. Intuitivamente,
este movimiento relativo debe ser una rotacion alrededor de un puento del cuerpo
pues éste es el tnico movimiento que no altera las distancias entre dos puntos
cualesquiera del cuerpo. Las rotaciones juegan, entonces, un papel fundamental
en la dinamica del cuerpo rigido y las estudiaremos con mayor profundidad en
esta seccion.

5.1.1. El teorema de Euler

Comenzaremos dando una demostracion sencilla pero rigurosa de que los tres
grados de libertad de movimiento relativo representan una rotacién del cuerpo.
Como ya hemos visto (Seccién 1.5), la posicién de cualquer punto del cuerpo
queda fijada si se conocen las posiciones de tres puntos dados (Figura 4.1) y basta
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Figura 5.1: Diagrama para el teorema de Euler

con examinar lo que ocurre con estos tres. Sin perder generalidad, elegiremos a C
equidistante de A y B. Si trazamos una esfera E, de radio AC' con centro en C,
los puntos A y B perteneceran a la superficie de la misma. Durante el movimiento
del cuerpo rigido, el punto C' experimentara una traslacion AR hascta el punto
C" y la esfera E se tranformard en la esfera E’, con centro en C’. Sin embargo,
los puntos A y B no se transformaréan, por lo general, en los puntos trasladados
(Figura 5.1) sino en otro par de puntos A’ y B’. Todo sucede como si el cuerpo
se moviese alrededor de un punto fijo C' = C’. Mostraremos ahora que hay una
rotacién alrededor de C' que transforma los puntos A, B en A’, B’

Ante todo, mostremos que hay un punto fijo O sobre la esfera, que representa
el eje de rotacién. Para probarlo, conectemos A con A" y B con B’ mediante
sendos arcos de circulo maximo. Desde los puntos medios de dichos arcos A”, B”,
tracemos los arcos bisectores perpendiculares, que se cortardn en un punto O.
Ahora bien los tridngulos esféricos A AA”O y A A’A”O son congruentes por ser
rectangulos y tener dos lados iguales; por lo tanto, vale la igualdad AO = A’O
entre los lados correspondientes. Lo mismo vale para BO = B’O y por lo tanto
para todo par de puntos correspondientes. El angulo de rotacién ® = £ AOA’ es
el mismo para cualquier par de puntos, como puede probarse facilmente conside-
rando la congruencia de los tridngulos esféricos A ABO y A\ A’B’O.
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Con los resultados anteriores, hemos probado el:

Teorema 5.1 (Euler).
El movimiento mds general de un cuerpo rigido con un punto C' fijo es una
rotacion alrededor de dicho punto.

y combinando con nuestras observaciones sobre la tralacion, el

Teorema 5.2 (Chasles).
El movimiento mas general de un cuerpo rigido es una traslacion compuesta con
una rotacion.

Como ya hemos mencionado, estos resultados son intuitivos: traslaciones y
rotaciones son los grupos que conservan las distancias entre dos puntos en el
espacio euclideo. Una demostracién analitica del teorema de Euler esté esbozada
como Problema 5.1.4.

Sea ahora n el versor en la direccién del eje de rotacion. La componente del
vector r paralela al eje de rotacién no cambiard, mientras que la componente
perpendicular r; = n X r rotard un angulo ®. De este modo obtenemos una
representacion de la rotacién general:

r=nn-r)+nArsen®+nA(nAr)cosd (5.1)

de la que pueden deducirse los elementos de la matriz de rotacion.

El Teorema 5.1 sugiere una representacion del grupo de rotaciones como una
variedad diferenciable. Para hacerlo, representemos la rotaciéon como un vector O
paralelo al eje de rotacién y de longitud %. Este conjunto de vectores representa el
interior de la esfera unidad. Ademas, como puntos diametralmente opuestos sobre
la esfera representan la misma rotacion, es necesario identificar estos puntos.

La Figura 5.2 muestra el espacio de configuracion del grupo de rotaciones.
Aunque cualquier pequeno volumen del espacio de configuracién es isomorfo al
espacio euclideo (por ejemplo, un entorno del origen) la estructura global del gru-
po es muy diferente. Este tltimo es un espacio compacto, que ocupa un volumen
finito.

5.1.2. Los angulos de Euler

La descripcion anterior de una rotacion no es la mas practica para describir la
orientacién de un cuerpo rigido. Una descripcion diferente, aunque equivalente,
introducida por Euler, ha resultado la mas conveniente.

La orientacion de un cuerpo rigido puede especificarse considerando un siste-
ma de coordenadas cartesianas C solidario con el mismo. Existe una tnica rota-
cién R que transforma desde el sistema inercial S a C. Los elementos de la matriz
A(R) son los cosenos directores de los ejes de C en el sistema S. Estos pardmetros

142



Figura 5.2: El grupo de rotaciones como variedad diferenciable

no son independientes (Seccién 1.1.2) pero es posible expresar a todos ellos en
funcién de solo tres angulos.

Podemos construir la transformacién entre S y C con tres rotaciones virtuales
del cuerpo rigido. En primer lugar, lo rotamos en un angulo « alrededor del eje z
(Figura 5.3) de tal modo que el eje y sea perpendicular a los ejes z y (. La nueva
posicién del eje y, llamémosla €2 se conoce como la linea de los nodos. Rotemos
ahora en un angulo (3 alrededor de la linea de los nodos, de manera de llevar el eje
z sobre el eje ¢ (Figura 5.3). Finalmente, rotemos alrededor de este tltimo eje en
un angulo v de manera tal que {2 se superponga con el eje n. Simultaneamente,
la posicién final del eje x coincidira con ¢ (Figura 5.3).

Los angulos «, 3,7 que acabamos de introducir describen totalmente la ro-
tacion A; llamados dngulos de Euler, forman un sistema de coordenadas genera-
lizadas apropiado para describir rotaciones. La matriz de rotacion se construye
facilmente a partir de las matrices de rotacion individuales. Un momento de refle-
xion muestra que la misma matriz A se puede construir efectuando las rotaciones
en orden inverso, a lo largo de los ejes del sistema S. Si llamamos A, B, T a las
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(a) Primera rotacién (b) Segunda rotacién

(c) Tercera rotacién

Figura 5.3: Angulos de Euler
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matrices correspondientes a las rotaciones, tendremos:

AN =TBA

(5.2)

La expresién final para la matriz A es compleja, pero puede hallarse facimente
como producto de las matrices individuales:

cosae —sena 0
A= |sena cosa O (5.3a)
0 0 1
cos 0 —senfs
B=| 0 1 0 (5.3b)
senf3 0 cospf
cosy —senvy 0
= |seny cosy 0 (5.3¢)
0 0 1
La multiplicacién indicada da como resultado:
cosycos 3cosa—sinysina —cos<ycos3sina—sinycosa — cosysinfg
A= siny cos B cos a+cosysina  —sin-ycos@sina+tcosycosa —sinysin 3 (54>
sin 3 cos « —sin Bsina cos (3

5.1.3. Rotaciones infinitesimales

Las rotaciones finitas son dificiles de manejar pues son objetos no conmu-
tativos. Es facil hallar ejemplos de matrices ortogonales que no conmutan entre
si (Problema 5.1.1). El siguiente experimento se puede llevar a cabo en forma muy
sencilla con una caja de fésforos, un libro o cualquier otro objeto con tres dimen-
siones diferentes (Figura 5.4). Dada una posicién inicial, si rotamos el objeto
primero alrededor del eje z y luego alrededor del eje y llegamos a una orientacion
diferente que si las rotaciones se hacen en el orden inverso.

Las rotaciones infinitesimales, en cambio, conmutan a menos de infintésimos
de orden superior. Como ya lo hemos visto, (Seccién 5.1.1) una rotacién cualquiera
queda especificada con el eje de rotacién n y el angulo de rotacion alrededor del
eje d¢. Sera conveniente introducir el vector de rotacion infinitesimal:

5 = S¢m (5.5)

para lo que sigue.
Es facil ver que bajo una rotacién infinitesimal, cualquier punto del cuerpo se
desplaza en la cantidad:

dp=0pNp (5.6)
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(a)  Posicién (b)  Posicién
inicial inicial

(c¢) Rotada 90° (d) Rotada 90° alre-
alrededor  del dedor del eje y
eje z

(e) Rotada 90° (f) Rotada 90° alrededor
alrededor del eje del eje z
Y

Figura 5.4: Ejemplo de rotaciones no conmutativas
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Figura 5.5: Desplazamiento de un punto en una rotacién infinitesimal

en donde p es la posicién relativa al punto de referencia O (Figura 5.5).
La ecuacién (5.6) puede escribirse en forma matricial introduciendo el simbolo
de Levi-Clivita:

1 si 17k es permutacion par de 123,
€ijk = § —1 siijk es permutacién impar de 123 (5.7)

0 si dos indices son iguales

Usando el simbolo de Levi-Civita, el producto vectorial de ¢ = a A b puede
escribirse, en componentes:
[ Eijkajbk

como puede verificarse facilmente (Problema 5.1.2). La matriz de la rotacién
infinitesimal ¢ se expresa (Problema 5.1.3):

>\1J(5¢> = 5@']’ — Eijké(lﬁk (58&)
o también, explicitamente:
1 5¢z _6¢y
N=|—-60. 1  6¢, (5.8b)
00, —00, 1

que es una matriz antisimétrica, que representa un apartamiento pequeno de la
identidad del grupo. Utilizando cualquiera de las representaciones (5.8) se puede
comprobar que las rotaciones infiitesimales conmutan, a menos de términos de
orden superior.
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Utilizando (5.6) se puede calcular la velocidad de un punto cualquiera del
cuerpo, respecto del punto de referencia:

V=wAp (5.9)

donde 5
- 5.10
w=— (5.10)

se llama la velocidad angular del cuerpo rigido. Si realizamos ahora dos transfor-
maciones infinitesimales sucesivas, la velocidad resultante sera:

V =V] + Vy
— (w1 +ws) Ap (5.11)
=wAp

que muestra que las rotaciones infinitesimales se componen como suma de vecto-
res.

Aunque la velocidad angular tiene un significado fisico mu sencillo, no es la
derivada con respecto del tiempo de una variable vectorial pues d¢ es un ele-
mento infinitesimal del grupo de rotaciones, cuyos elementos finitos no pueden
representarse como vectores. La integral de w no tiene, pues, ningin significa-
do geométrico: sus componentes cartesianas suelen llamarse anholonomas por
analogia con los vinculos no integrables.

Los angulos de Euler muestran aqui su utilidad: las rotaciones infinitesimales
definidas por los angulos de Euler da,df3,dy tienen un significado geométrico
claro v las velocidades angulares correspondientes ¢, 3,4 tienen integrales bien
definidas y son componentes holonomas pero curvilineas de la velocidad angular.

Es importante encontrar la relaciéon entre las componentes holonomas y an-
honlonomas de la velocidad angular, pues las ecuaciones de movimiento se escri-
ben con sencillez usando estas ltimas y se integran con las primeras. Podemos
hallarla mediante simples consideraciones geométricas. Asi, por ejemplo, la com-
ponente w; de la velocidad angular (en el sistema C) la obtenemos observando
que es igual a gamma mas la proyeccién de & sobre el eje ¢ (Figura 5.6). De este
modo obtenemos las componentes de w en el sistema movil C:

we = Bseny — ésen 3 cosy (5.12a)
w, = [ cosy + csen [ sen vy (5.12b)
we =7+ dcos B (5.12¢)

Estas ecuaciones suelen llamarse las ecuaciones cinemdticas de Euler. De la
misma manera se pueden hallar las componentes de w en el sistema inercial S.

Aunque no puedan integrarse para hallar la orientaciéon de un cuerpo, las com-
ponentes cartesianas de la velocidad angular gozan de las propiedades formales
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Figura 5.6: Componentes holonomas de la velocidad angular

de las componentes cartesianas de un vector y de ahi su gran utilidad. Cuando se
trata de especificar en forma efectiva la orientacién de un cuerpo rigido, en cam-
bio, son los angulos de Euler los que necesitamos y las componentes anholonomas
de la velocidad angular son necesarias para hallarlos.

Problemas 5.1

Problema 5.1.1.
Probar que las siguientes matrices representan rotaciones:

1.
1 1
v v A
p_ L % _2
g
A OV
2.
1 -2 -2
Q==-12 -1 2
-2 =2 1
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Probar, ademas, que no conmutan.

Problema 5.1.2.
Expresar las siguientes operaciones vectoriales con el simbolo de Lévi-Civita:

1. El producto vectorial de dos vectores a y b.
2. El producto mixto de tres vectores: a- b A c.
3. El doble producto vectorial: a A (b A c).

Problema 5.1.3.
Probar que la matriz de una rotacién infinitesimal puede escribirse en la forma
(5.8).

Sugestion: Mostrar que las distancias quedan invariantes.

Problema 5.1.4 (Otra demostracién del teorema de Euler).

Ya que una matriz ortogonal conserva las distancias (Seccién 1.1.2) para probar
el teorema de Euler bastard con mostrar que una matriz ortogonal admite un
vector fijo n: el eje de rotacién. Para hacerlo, probar los siguientes lemas:

1. Los autovalores de una matriz ortogonal tienen médulo unidad.
2. Una matriz ortogonal real tiene un autovalor real.

3. El determinante de de una matriz que representa la rotacién de un cuerpo
rigido vale +1.

4. El complejo conjugado de un autovalor es otro autovalor.

Completar la demostracién mostrando que siempre existe un autovalor A = +1.

5.2. Movimiento relativo

Con la introduccion de la velocidad angular w podemos resolver el importante
problema de hallar las ecuaciones de movimiento en un sistema de referencia
no inercial. La solucién de este problema es importante por varias razones: en
primer lugar, aclarara la nocién de fuerza inercial, introducida en la Seccion 4.1.3;
ademads, puesto que la Tierra y la Galaxia son sistemas inerciales en rotacién, es
importante comprender las ecuaciones de movimiento en sistemas acelerados.
El uso de la formulacion lagrangeana simplificara enormemente la solucion del
problema.
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Figura 5.7: Transformacion a un sistema de referencia acelerado

5.2.1. Sistemas de referencia acelerados

Consideremos el movimiento de una particula en un sistema de referencia
acelerado C. Supondremos que el movimiento se efectiia sin que los ejes roten. Si
r es la posicién de la particula respecto de un sistema inercial S, r’ la posicién
respecto de C y R(t) el origen de C respecto de S, valen las igualdades:

r=r+R (5.13a)
vV =v+V (5.13b)

en donde v, v/ 'y V son las respectivas velocidades (Figura 5.7).
Si sustituimos en el lagrangeano de la particula:

1
L:§mv2—U

hallamos el lagrangeano en un sistema acelerado:
1
L= im(v' +V)?2-U (5.14)

El caso mas importante es cuando U es un potencial que depende tinicamente
de las coordenadas relativas a C. En ese caso, la ecuacién de movimiento es:

mv' =F —mA (5.15)
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en donde A es la aceleracién de C respecto de S. El dltimo término representa
la fuerza inercial que actia sobre la particula debido a la aceleracién del sistema
inercial. Es de signo contrario a la aceleracion del C y por eso los pasajeros de
un automévil que frena bruscamnte (a < 0) se sienten empujados hacia adelante
por la fuerza inercial.

Una de las sorpresas que ofrece la naturaleza es que en determinadas circuns-
tancias, un sistema acelerado puede comportarse como inercial. Esto se debe a un
fenémeno conocido como la universalidad de la caida libre, enunciado intuitiva-
mente por Galileo: “Todos los cuerpos caen en el vacio con la misma aceleracién”.
La leyenda cuenta que, para verificarlo, arrojé desde la punta de la Torre Incli-
nada de Pisa, bolas de hierro y madera que llegaron al suelo al mismo tiempo,
ante la confusién de sus adversarios.

Un sistema de referencia esta en caida libre si se trata de un cuerpo que
se mueve bajo la accién de la gravedad solamente. En un campo gravitacional
uniforme g el sistema de referencia C tendra la aceleraciéon A = g. La ecuacién de
movimiento de una particula respecto de dicho sistema de referencia es, entonces:

mv' =mg —mA =0

Un sistema de referencia en caida libre se comporta, pues, como un sistema
inercial respecto de los fendmenos mecanicos. La generalizacion de esta ley a
todos los fenémenos fisicos, el principio de equivalencia de FEinstein, es una de
las leyes mas profundas de la naturaleza. Intuitivamente, afirma que objetos que
no se pueden pesar o tocar, como la luz o el calor, caen con la misma aceleracion
que las bolas de Galileo.

5.2.2. Sistemas en rotacién

Mas complejo que el caso de un sistema acelerado, es el de un sistema de refe-
rencia en rotacion. En este caso, el problema principal se resuelve si se encuentra
la variacién de un vector r en el sistema C.

Sea T la derivada temporal de r en el sistema S. En el sistema C hay un
cambio adicional del vector debido a la rotaciéon. Si C rota un éngulo d¢, el
vector experimentara un cambio:

or=—0¢p Ar (5.16)

En esta ecuacidn, el cambio del vector tiene el signo opuesto al de (5.6) pues
aqui el sistema de referencia ha girado un dngulo d¢, mientras que alli ha girado
el cuerpo en ese angulo. El cambio total del vector en el sistema C serd, entonces:

Ar = dr — or

De esta ecuacidén obtenemos la relacidén entre las velocidades en ambos siste-
mas de referencia:

A
f:d—tr—i—w/\r (5.17)
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Indicaremos la velocidad en el sistema movil con la notacion:

_Ar
dt

o
v =T

Sea ahora r el vector posicion de una particula. El lagrangeano correspon-
diente de esta particula sera:

1
L = Zmi§ —V(rc)

1 /o 2
=5m (rc +wA rc> —V(rc) (5.18)
y llamado v = f‘c, hallamos:
L 1 2
L= 5mv +mv-w/\r+§m(w/\r) —V(r) (5.19)

para el lagrangeano de una particula en rotacion. En la iltima ecuacién, todos
los vectores se refieren al sistema C.

Los dos términos que aparecen en el lagrangeano son potenciales de fuerzas
inerciales introducidas por la eleccion del sistema de referencia. El segundo de
ellos es nuestra amiga la fuerza centrifuga. El primero es mas interesante, pues
nos muestra el potencial de una fuerza dependiente de la velocidad. Esta fuerza,
perpendicular a la trayectoria de la particula, se llama la fuerza de Coriolis:

Fe=2mvAw (5.20)

Para comprender la naturaleza de esta fuerza, imaginemos que la paricula
realiza oscilaciones arménicas a lo largo del eje = en el sistema C. Si w = QZ, las
ecuaciones de movimiento que se deducen de (5.19) son:

mi = —kx + 2mQy + mOx (5.21a)
mij = —ky — 2mQi + mQ>y (5.21b)

en donde hemos usado la notacién sencilla @ para las derivadas respecto del
tiempo.

Para integrar el sistema (5.21), introduzcamos la variable compleja auxiliar
z = x + 1y. Multiplicando la segunda ecuacion por ¢ y sumando obtenemos:

54 2i0% + (wg — 2z =0

en donde w? = % Esta ecuacién se resuelve con la sustituciéon de d’Alembert
2z = Ce™*, que proporciona la ecuacién caracteristica:

—w® = 20w+ wi — Q* =0
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o5 /

Figura 5.8: Oscilador arménico en un sistema en rotacién

cuyas soluciones son:
w=-0Q=+ wWo

(5.22)
La solucién mas general de (5.21), expresada en forma compleja, sera:

5y = Clei(wofﬂ)t + 02€7i(w0+ﬂ)t

y las constantes de integracién se determinan con las condiciones iniciales. Por
ejemplo, si cuando t = 0:

la solucién resulta:

Q
r=a (cos wot cos 2t + — sen wypt sen Qt>

5.23
o (5.23a)
Q
y=—a (cos wot sen Qt + — sen wyt cos Qt) (5.23b)
Wo

Al cabo de un periodo T = 2*7”, los nuevos valores de x,y son

_ Q Q
2(T) = acos2n;> y(T) = —asen2m
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es decir, el punto de retorno sufre una precesién en un angulo d¢ = 2#%. Este
es exactemente el angulo girado por el sistema C. La trayectoria esta bosquejada
en la Figura 5.8.

La corteza terrestre no es un sistema inercial y se halla en rotaciéon con un
periodo de 24 horas. Las fuerzas centrifugas y de Coriolis son responsables de
varios fendémenos interesantes. En particular, la fuerza centrifuga es responsable
de la variaciéon de la aceleracién de la gravedad con la latitud. Como ya hemos
mencionado, las fuerzas gravitacionales son, como las inerciales, proporcionales
a la masa. La fuerza centrifuga varia con la latitud, haciéndose maxima en el
ecuador y nula en los polos. La fuerza gravitatoria que experimentamos es la suma
vectorial de la atraccién gravitacional terrestre, aproximadamente independiente
de la latitud, y de la fuerza centrifuga. El resultado es no sélo una disminucion de
la intensidad de la aceleracién de la gravedad en el ecuador (alrededor del 1%)
sino también un apartamiento de la vertical del lugar (definida como la direccién
del campo gravitacional local) y la direccién radial.

Mucho mas interesantes son los fenémenos debidos a la fuerza de Coriolis.
Por ejemplo, si no hubiera fuerza de Coriolis el cuerpo caeria siguiendo la vertical
del lugar. La aceleracién de Coriolis perturba esta trayectoria produciendo una
desviacion de la vertical (Problema 5.2.1). La trayectoria se desvia hacia el Este
en el hemisferio Norte. Naturalmente, también se veran afectados los proyectiles,
cuyas trayectorias pueden desviarse mucho si tienen un alcance muy grande (Pro-
blema 5.2.2). El efecto es méximo en un satélite artificial cuya érbita, a menos
de pequenas perturbaciones, permanece en un mismo plano en un sistema iner-
cial (Seccién 3.1). Respecto de la corteza terrestre, el plano de la érbita dara una
vuelta completa en 24 horas, que se explica por la aceleracion de Coriolis presente
en un sistema en rotacion.

El mismo fenémeno se presenta en el experimento del péndulo de Foucault.
El plano de oscilacién del péndulo permanece estacionario en un sistema inercial.
Con respecto de un punto de la corteza terrestre, efectiia una rotaciéon completa en
un tiempo que depende de la latitud del lugar (Problema 5.2.3). Si el movimiento
del péndulo se inicia en la direcciéon Norte-Sur, al cabo de algiin tiempo la fuerza
de Coriolis habra provocado una desviacion apreciable del meridiano.

5.2.3. El problema restringido de los tres cuerpos

El problema de los tres cuerpos consiste en hallar la solucién general del mo-
vimiento de tres cuerpos que interactian con la ley de gravitacién de Newton
(1.21). El problema, notorio por su dificultad, puede analizarse con sencillez bajo
las siguientes condiciones:

1. Dos de los cuerpos, Sy J digamos, tienen masas grandes y se mueven sobre
orbitas circulares.
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2. El tercer cuerpo (el planetoide) tiene masa despreciable y, por lo tanto, no
afecta el movimiento de los otros dos.

Esta simplificacion del problema se conoce como problema restringido de los
tres cuerpos y constituye una primera aproximacion para el movimiento de un
satélite alrededor de un planeta J o el de un asteroide bajo la influencia de Jupiter
y el Sol.

Pueden obtenerse importantes conclusiones en forma cualitativa trabajando
en un sistema de referencia que rota con la velocidad angular del sistema S — J:

_ GN(mg + mJ)

3
)

Q2

(5.24)

en donde mg y m son las masas de los dos cuerpos principales. Elijamos el origen
de nuestro sistema de referencia rotante en el centro de masa de los dos cuerpos
principales. Las posiciones de ambos cuerpos serdn entonces:

rs = —vagX (5.25a)
r; = papX (5.25b)
en donde hemos introducido las fracciones de masa:

s (5.26a)
= .26a

K mg + my
p=—"7 (5.26b)

mg+my
p+v=1 (5.26¢)

Con estas notaciones, el lagrangeano para el movimiento de la tercera particula
es:

1
L=mg|=({—Q2A1)’>+Gn(ms +my) (i+i)} (5.27)
2 Tos  ToJ
Si ahora introducimos las coordenadas adimensionales
r
S 5.28
p= (5.28)

y usamos la ecuacién (5.24) obtenemos la forma canénica del lagrangeano, que
se ha utilizado desde tiempo inmemorial para estudiar el problema restringido:

~ 1
L=2(p—Q3np)2+00° (L+L) (5.29)

2 pos  PoJ
Podemos obtener importante informacién cualitativa sobre el problema res-
tringido observando que (5.29) es independiente del tiempo y por lo tanto existe

la cantidad conservada:
H=(p—Q2Ap)-p—L
1 v ) (5.30)

1 ol
°2 2/(¢2 2 2
=—p — =0 5 + — 0 (__|__
2 2 ( 77) Pos  PoJ
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Figura 5.9: Curvas de velocidad nula en el caso u = %.

que se llama la integral de Jacobi. Andloga a la conservacién de la energia, se
la puede usar para discutir cualitativamente el movimiento, en una forma que
generaliza el tratamiento de la Seccion 1.4.2.

Examinemos el movimiento de un cuerpo en el plano ( = 0 cuando su cons-
tante de Jacobr H = —%QQC’ es positiva, lo que corresponde a movimiento finito
del cuerpo. El analogo de los puntos de retorno en el movimiento unidimensional
(Seccién 1.4.2) son las curvas de velocidad nula, defindas por la condicién p? = 0:

C=U(p) = |2 <i + L) +E2 4 (5.31)
Pos  PoJ

La Figura 5.9 muestra las curvas de velocidad nula para el caso p = 10/11.
La trayectoria de una particula con un valor de Cy dado, esta confinada a las
regiones con U > (. El movimiento de un satélite préximo a J, (tal como la
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Luna y la Tierra), queda confinado a la regiéon comprendida en el lazo que rodea
a J. Los valles encima y debajo de los cuerpos principales coresponen a érbitas
potencialmente inestables. Sin embargo, veremos que la presencia de fuerzas de
Coriolis estabiliza en ciertas circunstancias el movimiento.

Problemas 5.2

Problema 5.2.1.
Estudiar la caida de un cuerpo en la superficie terrestre.

Problema 5.2.2.
Estudiar el movimiento de un proyectil en la corteza terrestre. Suponer que el
alcance es lo suficientmente pequeno como para despreciar la curvatura.

Problema 5.2.3 (Péndulo de Foucault).
Un péndulo efectiia pequenas oscilaciones inicialmente en la direccion Norte-Sur.
Hallar el angulo de desviacién del plano de oscilacién en funcion del tiempo.

5.3. El tensor de inercia

En las secciones anteriores hemos introducido, sumariamente, cantidades ci-
nematicas necesarias para describir el movimiento de un cuerpo rigido. Pasemos
ahora a describir las magnitudes dinamicas que caracterizan su movimiento, con
el fin de escribir las ecuaciones dindmicas o (lo que es equivalente) la funcién
de Lagrange. Algunas de estas cantidades son el impulso angular y la energia
cinética de un cuerpo rigido en funciéon por ejemplo de los angulos de Euler y sus
derivadas temporales.

5.3.1. Impulso angular de un cuerpo rigido

Examinemos primero el impulso angular de un cuerpo rigido. Si O es el punto
de referencia, el impulso angular del mismo es (Seccién 1.5.2):

L=) mp, AV (5.32)

en donde p, es la posicion de la a-ésima particula respecto del punto de referencia.
Las velocidades no son independientes pues estan conectadas con la velocidad
angular a través de la ecuacién (5.9). Sustituyendo, hallamos:

L:Zmapa/\(w/\pa)

(5.33)
= ma [piw — (po - @)p,]
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Esta ecuacién define una relacién lineal entre la velocidad angular y el impulso
angular, andloga a la que hay entre el impulso y la velocidad. Esta funcion,
sin embargo, es méas compleja que la anterior. La ecuacién (5.33) muestra que
velocidad angular e impuslo angular no seran, en general, paralelos. La conexion
se efectia por medio de un tensor, que pasamos a definir.

El conjunto de nueve cantidades:

Lij =) ma [P0 = Paipas] (5.34)

que podemos pensar como las componentes de una matriz cuadrada |, se trans-
forman bajo rotaciones como el producto de las coordenadas:

Iy = Nihem (5.35)

(2

Un conjunto de nueve nimeros que se transforma como (5.35) se llama tensor
de sequndo rango. En forma maricial podemos escribir la ecuacién (5.35) como:

"= AINT (5.36)

El tensor | se conoce como tensor de inercia del cuerpo rigido. Desempena
un papel andlogo al de la masa, pues expresa la “capacidad de reaccion” de un
cuerpo rigido ante la aplicacion de una cupla. Usando el tensor de inercia podemos
escribir la ecuacion (5.33) en las formas equivalentes:

L=l w (5.37a)

La energia cinética del cuerpo rigido también puede expresarse usando el
tensor de inercia. Un cdalculo sencillo conduce a:

1
T = iwilikwk (538&)
1
=W I w (5.38b)

Esta cantidad es necesariamente positiva. Veremos que eso implica restriccio-
nes sobre la forma del tensor de inercia. Finalmente, definimos el momento de
inercia respecto del eje de rotacion n como:

T
1= QE (5.39)
Es facil probar que esta definicién coincide con la definicion elemental de

momento de inercia.
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5.3.2. Nociones de algebra tensorial

Los tensores de segundo rango, como el momento de inercia, aparecen en
muchos campos de la fisica y por eso nos detendremos brevemente en su estudio.

Los tensores de segundo rango pertenecen, como los escalares y los vectores,
a la familia de los tensores cartesianos. Un tensor (cartesiano) de rango k es un
conjunto de 3% cantidades que bajo rotaciones se transforman como el producto
de k coordenadas:

té‘l...ik = )‘i1j1 R )‘ikjktjl---jk (5'40)

Los vectores satisfacen, evidentemente, esta definicién (Cf. ecuacién (1.6)) e
interpretaremos a los escalares como tensores de rango cero. Si en un sistema
de coordenadas cartesianas se anulan todas las componentes del tensor, también
se anularan en todo otro sistema cartesiano. Esta propiedad es, pues, covariante
bajo rotaciones y por lo tanto las ecuaciones tensoriales, tal como las vectoriales,
expresan propiedades intrinsecas de un sistema mecanico.

Las operaciones algebraicas entre tesnsores son sencillas: la suma componente
a componente de dos tensores del mismo rango produce otro tensor del mismo
rango y el producto componente a componente de tensores de rango k y [ produce
un nuevo tensor de rango k(. En particular, dados dos vectores a y b, el producto
tensorial de ambos es el tensor de segundo rango a X b de componentes a;b;.
Usando estas operaciones tensoriales, el tensor de inercia se expresa como:

= Zma (Hpi_pa X pa)

en donde I representa el tensor unidad o tensor de Kronecker.

Una ltima operacion sobre tensores generaliza la nocion de producto escalar:
la contraccion de dos indices del tensor. Esta operacién consiste en hacer iguales
dos indices del tensor y sumar sobre ellos. Se obtiene en este caso un tensor de
rango k — 2:

Siq.ip_o i1..0k_27]
El producto escalar de dos vectores resulta igual a la contraccion de su pro-

ducto tensorial:
a-b= a,-bi

Este es un caso particular de la contraccion de un tensor cualquiera de segundo
orden, operacién que origina un escalar llamado la traza del tensor:

En general, indicaremos el producto seguido de contraccion como un producto
escalar, tal como en las ecuaciones (5.37a) y (5.38b). Por ejemplo, el invariante
cuadrdtico del tensor | se escribe:
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Figura 5.10: Elipsoide de Inercia

Mencionemos, finalmente, que las propiedades de simetria o antisimetria de

un tensor:
Ilm = Iml Alm - _Aml

son covariantes bajo transformaciones de coordenadas y representan, por lo tanto,
propiedades intrinsecas del sistema.

5.3.3. Ejes de inercia

Si bien un tensor simétrico de segundo rango representa un objeto geométrico
(o dindmico) este objeto es m&s complejo que la simple flecha que represen-
ta un vector. Un objeto adecuado estd sugerido por las ecuaciones (5.38), que
representan una cuadrica, mas precisamente un elipsoide. Esta cudadrica es la
representacion mas adecuada de un tensor de segundo rango.
La cuadrida definida por la ecuacién:
2T w-l-w
7 1 (5.43)
se llama el elipsoide de inercia. Podemos usarlo para dar una bonita representa-
cion de la accion de un tensor sobre un vector, sugerida por Poinsot. Tracemos el
vector w hasta un punto P sobre el elipsoide y por él tracemos el plano tangente.
Pero como L = VT el impulso angular debe ser normal al plano tangente (Fi-
gura 5.10). Por lo general, pues, Por lo general, pues, un tensor actuando sobre
un vector produce un vector de distinta direccién.
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Sin embargo, existen tres direcciones privilegiadas en los que L y w son pa-
ralelos, que se llaman los ejes principales del tensor o (en nuestro caso) ejes de
inercia. En efecto, los ejes de inercia quedan definidos por la condicion:

I w = w (5.44)

Esta es una ecuacién lineal homogénea que tendra solucién si y sélo si el
determinante de los coeficientes se anula:

det(l — A\I) = 0 (5.45)

y ésta, a su vez, es una ecuacion de tercer grado en A, que tendra tres solucio-
nes llamadas autovalores del tensor o (en nuestro caso) momentos principales
de inercia. Los vectores w® asociados a cada uno de los autovalores, llamados
autovectores del tensor (o, en nuestro caso, versores de inercia) son ortogonales
entre si. En efecto, sean:

I w® = Lw®
|- ) = [jw(j)

las ecuaciones correspondientes a lis autovalores I; e I;. Multiplicando escalar-
mente la primera por w" y la segunda por w® y restando hallamos:

W 1w — o W) = (I, - [)w® . W)

pero el primer miembro se anula por ser simétrico el tensor |, de modo que
hallamos: . A
(I; — I)w® - @ (5.46)

Si los momentos principales de inercia son distintos, deducimos de inmediato
que los versores son ortogonales. Si son iguales, no se puede afirmar lo mismo, pero
en este caso se puede construir facilmente otro par de autovectores ortogonales.
En efecto, si I; = I, w® vy wl satisfacen la misma ecuacién y también la
satisfara cualquier combinacion lineal de ambos. Podemos formar entonces dos
nuevos autovectores de la manera siguiente:

w = w?
ol = w® — qw®
y elegir el pardmetro o de manera que w’ sea ortogonal a o’
0= w®.w _ qu®?

De esta manera es posible hallar tres ejes ortogonales, los ejes principales de
inercia, que podemos elegir como nuevo sistema de coordenadas, con la impor-
tante propiedad de que el tensor de inercia toma la forma diagonal:

L = Lidu (5.47)
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y por lo tanto, las ecuaciones del impulso angular y de la energia cinética toman
en él su forma mas sencilla:

(iNo se suma sobre indices repetidos!)
1

La posibilidad de reducir el tensor de inercia a forma diagonal depende sélo
de la simetria del tensor:

1T =1 (5.50)

y vale para cualquier tensor simétrico.

En el caso particular en que dos de los momentos de inercia se son iguales
se trata de un cuerpo simétrico cuyo elipsoide de inercia es de revolucion. Esto
ocurre cada vez que la ditribuciéon de masa tiene un eje de simetria, tal como
ocurre en los trompos de juguete, y uno de los ejes principales coincide con el de
simetria.

Problemas 5.3

Problema 5.3.1 (Teorema de Steiner).
Sea I el momento de inercia de un cuerpo de masa M respecto de un eje de
rotacién n, y sea I’ el momento de inercia respecto de otro eje n’ || n y situado
a una distancia d del primero. Probar que:

I'=1+ Md

Problema 5.3.2.
Probar que si la distribucién de masas tiene un plano de simetria, el elipsoide de
inercia, tomado respecto del centro de masas, tiene ese mismo plano de simetria.

Problema 5.3.3.
Mostrar que si la distribucién de masas tiene tres o mas planos de simetria que
se cortan en un eje n, el elipsoide de inercia es de revolucion respecto de ese eje.

Problema 5.3.4.
Mostrar que para una distribucién de masas concentrada en el plano (z,y), se
cumple que

I =1,+1,

Problema 5.3.5.
Hallar los momentos de inercia respecto del centro de masas de los cuerpos si-
guientes:

1. Paralelepipedo de lados a, b, c.
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2. Cilindro circular de radio R y altura h.
3. Elipsoide de semiejes a, b, c.
4. Toro, de radio mayor R y menor 7.

En todos los casos, se supone densidad constante p y masa total M.

5.4. Las ecuaciones de Euler

En las secciones anteriores hemos desarrollado los elementos necesarios para
estudiar escribir las ecuaciones de movimiento de un cuerpo rigido. Estas, lla-
madas ecuaciones dindmicas de Euler, por su simetria y elegancia son uno de
los grandes logros de la Mecanica Analitica. Combinadas con las ecuaciones ci-
neméticas de Euler (5.12) proporcionan, en principio, la solucién de cualquier
problema dindmico del cuerpo rigido.

5.4.1. Deduccidon de las ecuaciones

Deduciremos las ecuaciones de Euler a partir de las ecuaciones de Lagrange
y para ello, debemos construir el lagrangeano de un cuerpo rigido:

L=T-V (5.51)

en donde tanto 7" como V' dependen sélo de las coordenadas del centro de masa
y de los angulos de Euler. Se presenta aqui una dificultad: el tensor de inercia es
una funcién complicada de los angulos de Euler en el sistema S: una magnitud
que cambia con la orientacién del cuerpo. El tensor de inercia, sin embargo, es
constante en el sistema C. Ademas, es diagonal si se eligen los ejes principales
del cuerpo como los ejes de C. Pero Ces un sistema rotante y apareceran fuerzas
inerciales si trabajamos en él. De los dos males éste es el menor y por lo tanto la
energfa cinética del cuerpo toma la forma (5.49).

Recordemos que w no son variables holonomas y para hallar las ecuaciones
de movimiento es necesario usar los angulos de Euler. Nos bastara estudiar la
ecuacién de Lagrange para el angulo v. Usando las ecuaciones (5.12) hallamos:

oT
8_1 = Igwg (552&)
oT
ov
% = T3 (5520)
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en donde 73 es la cupla alrededor del eje principal 3. Reemplazando en las ecua-
ciones de Lagrange (4.51) hallamos:

13(,(.}3 — (Il — ]2)&)10)2 = 73 (553&)

Como la eleccion del eje 3 es arbitraria, ecuaciones andlogas deben resultar para
los otros dos ejes y sin mayor trabajo obtenemos:

Ildjl — (IQ — [3)WQCU3 = T1 (553b)
IQQ'JQ — (13 — ]1)w3w1 = T2 (553(3)

Estas elegantisimas ecuaciones de Euler contienen la dindmica del cuerpo
rigido con un punto fijo. No es dificil probar que expresan la ley de variacién del
impulso angular (1.92) en el sistema C (Problema 5.4.1):

dL
— +wAL=T1 5.54
77 (5.54)
y eligiendo a este ltimo como el sistema de ejes principales.
De la misma manera, puede probarse que la ley de Newton en el sistema C se

escribe (Problema 5.4.2):

dP
W—Fw/\P:F (555)

La belleza y simetria de las ecuaciones (5.53) esconden las dificultades del pro-
blema: se trata de ecuaciones no lineales y por lo tanto muy dificiles de integrar.
Salvo casos particulares sencillos, es necesario conformarse con consideraciones
cualitativas.

5.4.2. El cuerpo simétrico

El caso de un cuerpo simétrico libre de cuplas es el mas sencillo, tanto que
la integracién puede llevarse a cabo en forma elemental. La eliminacion de las
cuplas puede lograrse colocando el cuerpo simétrico R en un montaje de Cardano
(Figura 5.11). Este consiste en tres anillos, centrados en el centro de masas del
cuerpo, que pueden girar sobre tres ejes ortogonales. Otra manera de lograrlo es
poner el cuerpo rigido en caida libre, ya que localmente se trata de un sistema
inercial.

Elijamos como eje 3, el eje de simetria del cuerpo; tendremos, entonces I; = I,
y si el trompo estd libre de fuerzas 7 = 0. Sustituyendo en la ecuacién (5.53a)
obtenemos:

Isi3 = 0 = Ls

que nos da la ley de conservacién del impulso angular sobre el eje de simetria:

L3 = ]3(,03 (556)

165



Figura 5.11: Montaje de Cardano para un giréscopo

Las otras dos ecuaciones (5.53) toman la forma:
wl + QEWQ =0
d)g — QEwl =0
en donde hemos introducido la frecuencia de Euler:

_Izi—1h

Q
E A

ws (5.57)

Introduciendo la variable auxiliar o = w; + 2wy las ecuaciones anteriores se re-
ducen a una tunica ecuacion compleja:

w—iQpw =0 (5.58)
cuya solucién tiene la forma: '
w = woe (5.59)
Esta ultima ecuacion expresa que la velocidad angular gira uniformemente
alrededor del eje de simetria del cuerpo con el periodo de Euler:
[1 2w

T —
P Is — I wy

(5.60)

Este es el fenomeno de la precesion de la velocidad angular. Lo mismo ocurre
con el impulso angular del cuerpo: gira con la frecuencia {2z alrededor del eje de
simetria. Este fenémeno se conoce como precesion regular del cuerpo rigido.
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Figura 5.12: Precesion regular del cuerpo rigido en el sistema C.

Apliquemos la teoria anterior a la rotacién de la Tierra que, en primera apro-
ximacion, se comporta como un cuerpo simétrico libre de fuerzas. En este caso,
la diferencia de los momentos principales de inercia es pequena:

Is — 1)

~ 305
I3

5]

y por lo tanto se espera que el eje instantdneo de rotacién de la Tierra (el polo
celeste) gire alrededor del eje de simetria de la Tierra (el polo geométrico) con
un periodo de ~ 300 dias. Las observaciones, iniciadas el siglo pasado, muestran
que existe un movimiento como el predicho, pero con un periodo de ~ 427 dias
(Periodo de Chandler). La diferencia entre los dos periodos se debe a la rigidez
imperfecta de la Tierra.

Hasta ahora, hemos examinado el movomiento del cuerpo simétrico respecto
del sistema C, pero es importante examinar el mismo problema en el sistema
inercial S. Para ello, es necesario conocer los dngulos de Euler en funcién del
tiempo. Puesto que conocemos las componentes de la velocidad angular en C,
podemos calcularlos directamente de las ecuaciones cineméticas de Euler (5.12).
Otro camino posible es usar la formulacion lagrangeana, junto con las leyes de
conservacion.

Elijamos el eje z del sistema S coincidente con el impulso angular total L. Tan-
to L como |vector Ls, su proyeccion sobre el eje 3, son sonstantes del movimiento
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Figura 5.13: Precesiéon regular del eje alrededor del impulso angular total

y por lo tanto lo es el angulo 3 pues:

L
= — 5.61
La velocidad angular alrededor del eje 3 esta conectada con los angulos de

Euler a través de:

L
Ademas, ¥ = —{2g es menos la frecuencia de Euler. Finalmente, hallamos la
frecuencia de precesion del cuerpo:
L
Q,=— (5.63)
L

El eje de simetria del cuerpo gira uniformemente alrededor del impulso angular
total. Este es el fendémeno de precesion regular del cuerpo rigido. El eje de simetria
describe un cono de dngulo (8 en el sistema S. Si L esta alineado con el eje de
simetria, el angulo del cono sera muy pequeno y la direccion del eje de simetria
de un cuerpo simétrico permanecera estacionaria en el espacio. El sistema se
comporta como un “patrén de direccién” que se mantiene en el tiempo mientras
sean despreciables las cuplas sobre el sistema. De hecho, la idea se utiliza en
sistemas de piloto automatico.
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5.4.3. Fendémenos giroscépicos

Aunque de hecho todas las leyes basicas de la fisica contradicen la intuicién
mecanica adquirida desde la infancia, en el girésocpo se encuentran algunas de
las manifestaciones mas sorprendentes. Examinemos dos sencillos experimentos
que pueden realizarse colocando el giréscopo sobre una mesa giratoria.

En primer lugar, se coloca el giréscopo sobre la mesa, con el vinculo de que
pueda moverse solo en un plano vertical que pase por el eje de rotacion de la
mesa. Puesto que se trata del vinculo holonomo a = 0, serd mas conveniente
trabajar con las ecuaciones de Lagrange.

Si se sustituyen las ecuaciones cinematicas de Euler en la energfa cinética del
cuerpo simétrico hallamos:

1 . 1
T= 5[1(62 + & sen? ) + 513("y+0'zcosﬁ)2 (5.64)

Ahora bien: en la configuraciéon en que estamos trabajando, el girésocopo
estd conectado sobre una mesa que gira con velocidad €2 y obligado a movrse en
el plano a = 0. El sistema S no es ahora inercial sino acelerado y es necesario
sumar a la velocidad angular del cuerpo rigido la de rotacion de la mesa. Elijamos
en S el eje z como el de rotacion de la mesa, el eje x en la direccion radial y el
y ortogonal a ambos. Es facil ver que la energia cinética en estas condiciones
se obtiene de (5.64) sustituyendo & por 2. Hallamos para el lagrangeano del
giréscopo en rotacion:

1. 1
L= 511(62 + O?sen? B) + 513(“% + Q cos 3)* (5.65)

El lagrangeano anterior es independiente del tiempo y la variable v es ciclica.
Tenemos, pues, dos leyes de conservacion:

L3 = ]3&)3 = ]3(’7 + Q cos ﬁ) (5663)
1. . 1
H= 511 (3% — Q%*sen? 3) + Laws + 5L:w (5.66b)
Si ahora eliminamos ¥ entre las ecuaciones (5.66) hallamos la ley de conser-
vaciéon de la energia para el sistema:

1L3 1. 2 2

— ——==_N(8° — Q% sen” ) — I3wsQcos 3 (5.67)
213 2

Para apartamientos pequenos del eje z, la ecuacién anterior toma la forma

aproximada:
B = LB+ Sl — L
En las condiciones usuales del experimento, el giroscopo gira a muy alta velo-
cidad w3 > ) y el dltimo término es despreciable frente al segundo. La ecuacion
diferencial es la de un oscilador armoénico si w3 y €2 tienen el mismo signo y descri-
be un movimiento inestable en caso contrario. Esta ecuacion describe al tendencia

de los impulsos angulares a ser paralelos.
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Figura 5.14: Movimiento de uncuerpo rigido asimétrico: despcripciéon de Pionsot.

5.4.4. El cuerpo asimétrico

El movimiento de un cuerpo asimétrico es mucho maés dificil de tratar que el de
uno simétrico. Lo que aumenta la dificultad es que se pierde la ley de conservacion
del impulso angular alrededor del eje de simetria (5.56). Las ecuaciones de Euler
(5.53) pueden integrarse usando funciones elipticas, las que usualmente no se
estudian en cursos elementales. Las consideraciones cualitativas, pues, se hacen
muy importantes.

Una manera sencilla de describir el movimiento de un cuerpo rigido se debe
a Poinsot, que para ello introdujo la construccion que estudiamos en la Seccion
5.3 (Figura 5.10). Como L es un vector constante en un sistema inercial, el plano
tangente a la construccion de Poinsot no cambia con el tiempo y por eso se lo
llama el plano invariable 11 (Figura 5.14). Pero la velocidad angular w cambia de
posicién con respecto del cuerpo y describe sobre el elipsoide de inercia una curva
llamada polodo P. El movimiento del sélido asimétrico puede describirse, pues,
afirmando que el elipsoide de inercia rueda sin deslizarse sobre el plano invariable.
La curva descrita por el vector w sobre este ultimo se llama el herpolodo H.

No es dificil hallar las ecuaciones del polodo. Consideremos en el sistema C
las ecuaciones de conservacion de la energia y del impulso angular total:

1 /03 L} I2
E—_(fi, 2,5
2<II+IQ+I3)
L*=13+ 15+ L3

(5.68)

Ambas ecuaciones deben ser satisfechas por las componentes del impulso an-
gular y son, por lo tanto, las ecuaciones del polodo: las intersecciones de una
esfera con un elipsoide de tres ejes.

La construcciéon de Poinsot permite una descripcién cualitativa del movimien-
to del cuerpo rigido. Examinemos, por ejemplo, la estabilidad de las rotaciones del
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Figura 5.15: Polodos en las cercanias de los ejes
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cuerpo asimétrico alrededor de los ejes. En ese caso, el radio de la esfera sera ape-
nas menor que el eje mayor del elipsoide y la interseccion de ambas superficies
serd una curva situada a distancia pequena del eje (Figura 5.4.4): el eje mayor
del elipsoide se comporta como un centro (Seccién 2.3). Como consecuencia, la
rotacién de un cuerpo rigido alrededor del eje mayor de inercia es estable, en
el sentido de que una pequena perturbacion en las condiciones iniciales cambia
muy poco la orientacién del cuerpo: el impulso angular efectuard una precesion
alrededor del eje mayor. También son estables las rotaciones alreddor del eje me-
nor del elipsoide de inercia (Figura 5.4.4). Esto no es cierto, sin embargo de las
rotaciones alrededor del eje intemedio. En ese caso, el elipsoide y la esfera se
intersecan en curvas semejantes a hipérbolas (Figura 5.4.4): el eje intermedio del
elipsoide de inercia se comporta como un punto de ensilladura (Seccién 2.3). Un
pequeno apartamiento del eje hara que el impulso angular se mueva a lo largo de
la interseccion, alejandose de su posicién original y por lo tanto el eje intermedio
es inestable respecto de pequenas perturbaciones.

Un sencillo experimento con una caja de fésforos ilustrara estos resultados.
Se la deja caer haciéndola girar rapidamente alrededor de sus ejes. Puesto que se
trata de un cuerpo en caida libre, se comportara como un cuerpo asimétrico libre
de cuplas. Si se la hace girar alrededor del eje mayor o del menor, se lograra facil-
mente que caiga mostrando siempre la misma cara; pero no se prodra lograr si se
la hace girar alrededor del eje medio. En ese caso, la caja caerda dando tumbos y
mostrando sus caras en un remolino de colores.

Problemas 5.4

Problema 5.4.1.
Probar las ecuaciones de Euler (5.53) a partir de la conservacién del impulso
angular (1.92).

Problema 5.4.2.
Probar la ley de movimiento (5.55) a partir de la ley dindmica de Newton.

Problema 5.4.3.
Discutir el movimiento de un cuerpo simétrico a partir de las ecuaciones de La-
grange.

Sugestion: Utilizar las leyes de conservacién deducibles del lagrangeano.

Problema 5.4.4.

Estudiar el girocompds de Foucault: un giréscopo forzado a moverse en un pla-
no horizontal. Probar que el eje de rotacion efectia oscilaciones alrededor del
meridiano del lugar.

Problema 5.4.5.
Deducir los teoremas de conservacién (5.68) a partir de las ecuaciones de Euler.
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Problema 5.4.6.
Estudiar el movimiento del cuerpo asimétrico cerca de uno de los ejes estables de
rotacién. Hallar las ecuaciones del polodo y los periodos de rotacién.

Sugestion: Conservar términos lineales en las ecuaciones de Euler.

Problema 5.4.7.
Estudiar el movimiento del cuerpo asimétrico cerca del eje intermedio de inercia.

5.5. El trompo

El movimiento de un cuerpo rigido sometido a cuplas es uno de los problemas
mas fascinantes de la mecénica. El extrafio comportamiento de un trompo' que
apoyado en el piso rehusa caer ha atraido a ninos y adultos desde tiempo inme-
morial. Su fascinante teorfa atrajo (y sigue atrayendo) a fisicos y matematicos,
que la han trabajado en gran profundidad. En esta secciéon nos limitaremos a los
casos mas sencillos, y la discusiéon sera, en su mayor parte, cualitativa.

5.5.1. El trompo pesado

Sea un trompo simétrico cuya punta esta fija en el origen del sistema S.
Esto corresponde, aproximadamente, al lanzamiento de una peonza sobre un piso
rugoso (Figura 5.16). El lagrangeano de este sistema, expresado con los dngulos
de Euler, es (Cf. (5.64)):

1. 1
L= §Il(ﬂ2 +a?sen? B) + 513(7 + dccos )2 — Mgl cos 3 (5.69)

donde los momentos de inercia se toman respecto del punto fijo y M es la masa
del trompo.

En este lagrangeano, las variables « y v son ciclicas y por lo tanto los impulsos
generalizados correspondientes se conservan (Seccién 5.4.3):

L, = Liasen® B+ I3(cecos B + %) cos 3 (5.70a)
Lg = ]3(0( COSﬁ + ’}/) = ]3(,()3 (570b>

Estas cantidades son las proyecciones del impulso angular sobre la vertical
y sobre el eje de simetria del trompo. Ademas, la invarianza bajo traslaciones
temporales implica la conservacién de la energia:

1. 1
E = 511(62 + &% sen® 3) + 513((54 cos B+ 4)? + Mgl cos 3 (5.70c¢)

'En castellano rioplatense. En Espaiia y otros paises latinoamericanos, peonza.
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Figura 5.16: Esquema de un trompo pesado

Estas leyes de conservacién son suficientes para resolver completamente el
problema sin formar las ecuaciones de Lagrange (Seccién 5.4.3). Eliminemos las
velocidades angulares & y v usando las dos primeras leyes de conservacion:

) L, — Lycos(3
= 5.71
@ I sen? 3 ( 2)
¥ = ws — dcosf (5.71Db)
y sustituyendo en la ecuacién de la energia (5.70c):
1, ., L2 1(L,— Lsycosf)?
E=-L3+ 2 +-2 Mgl 5.72
oI L TS Tsenzg T M9leosH (5:72)

que corresponde al movimiento unidimensional de una particula en un potencial

efectivo: L I 5)2
— L5 cos
/P S Mgl
79 Iy sen? (3 + Mglcos§

con una energia total efectiva:

L2

Eef =L - =

215
Integrando la ecuacion (5.72), de ella se obtiene 8 como funcién del tiempo.
Sustituyendo en las ecuaciones (5.71) se obtienen los otros dos angulos de Eu-
ler. De esta manera se puede, en principo, hallar una descripcién completa del

movimiento en funcién del tiempo.
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Figura 5.17: El polinomio f(u)

5.5.2. Discusion del movimiento

La integracién de las ecuaciones del trompo pesado conduce a integrales elipti-
cas y la discusiéon analitica de sus soluciones es algo complicada. Podemos, sin
embargo, analizar cualitativamente su movimiento con ayuda de la ecuacion de
la energia y el método del potencial efectivo.

Es conveniente, para desarrollar la teoria, introducir el cambio de variables:

u = cos 3
. : (5.73)

= —sen (33

Con este cambio de variables, la ecuacion (5.72) toma la forma algebraica:
w? = (1 —u®)(e — pu) — (b — au)? (5.74)
en donde hemos introducido la notacién abreviada:
Eef Mgl
=2 =2 5.75
c=27 7, (5.75)
L, L3

Estudiemos la ecuacién diferencial (5.74) con un método andlogo al del po-
tencial efectivo. El segundo miembro de la ecuacién es un polinomio de tercer
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(a) Caso 1 (b) Caso 2 (c) Caso 3

Figura 5.18: Trayectoria del eje del trompo sobre la esfera unidad

grado en la variable u:

flu) = (1 —u?)(e — pu) — (b — au)* (5.77)

Ahora bien, cuando u = +1 (que corresponde a los valores § = 0,7), f(u) =
(b4 a)? es negativo y ademds, cuando u — oo, f(u) — pu® > 0. Para que el
movimiento sea posible, el polinomio debe tener tres raices reales que satisfacen:

< <uy <1<ug

La variable u, entoces, debe estar limitada al intervalo u; < u < us. El dngulo
[ varia entre los dos dngulos

cos 1 = uy cos B9 = Uy

con una oscilacion llamada nutacion libre del trompo.
Por otra parte, el dngulo a obedece la ecuacién (5.71a) y su comportamiento
depende de las constantes a y b. Pueden presentarse dos casos principales:

1. b — au no se anula en el intervalo [u;,us]. En ese caso & tiene siempre
el mismo signo y el trompo sufre una precesion alrededor del eje z. Esta
precesion forzada por la gravitacion no debe confundirse con la precesion
regular del trompo libre de cuplas. La velocidad de precesion no es constante
y simultaneamente el trompo cabecea de arriba abajo.

2. b — au se anula en el intervalo [u;,us]. En ese caso & cambia de signo
mientras [ sugre la nutacién y las velocidades instantaneas de precesion
son diferentes sobre los circulos que limitan el movimiento. El angulo « se
adelanta y retarda en funcién del tiempo y la trayectoria forma lazos sobre
la esfera unidad.

3. Un caso limite entre 1 y 2 ocurre cuando b — au tiene un cero sobre s
(o sobre u;). En ese caso tanto & como @ se anulan simultdneamente y la
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Figura 5.19: Polinomio f(u) en condiciones de precesion regular

trayectoria tiene cispides sobre el correspondiente circulo limite. Este caso
corresponde a las condiciones iniciales usuales en un giréscopo sobre el que
actia un peso: para ponerlo en marcha se le da una velocidad angular w3
manteniendo fija la direccion del eje y luego se lo deja caer.

Hay dos casos particulares en que la solucion es elemental: cuando la amplitud
de nutacién se anula u; = uy y cuando el trompo estd “parado” u = 1. Exami-
naremos el primer caso y dejaremos como ejercicio el segundo (Problema 5.5.1).
Para que se anule la amplitud de nutaciéon deben anularse funcién y derivada al
mismo tiempo (Figura 5.19):

(1 —ud)(e — pug) = (b — aug)? (5.78a)
—p(1 — ) — 2(e — pug)ug = —2a(b — aug) (5.78b)

De la ecuacién (5.71a) deducimos:
b—aug = (1 —ud)Q, (5.79)
que introducida en las ecuaciones (5.78) conduce a:
€ — pag = (1 —ug)Q?

—1(1 —ug) — 2(e — pug)ug = —2a(1 — ud)Q,
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Figura 5.20: Diagrama vectorial para el trompo veloz

y finalmente, se halla:
4 2upf2? = 248, (5.80)

Existen dos soluciones de (5.80), que se llaman, por lo general precesion rdpida
y precesion lenta respectivamente. Esta ecuacion establece un vinculo entre las
condiciones iniciales, necesario para que exista precesion regular del trompo. De
la discusion, vemos que & debe ser distinto de cero para lograrla.

5.5.3. El trompo veloz

Si la energia cinética de rotacion alrededor del eje de simetria es grande compa-
rada con la energia potencial gravitatoria estamos examinando el caso del trompo
veloz. Este es usualmente el caso cuando se arroja una peonza (o una perinola)
sobre un piso rugoso. En ese caso, es posible resolver las ecuaciones en forma
aproximada usando funciones elementales (Problema 5.5.2). Las frecuencias de
precesién y nutacion, sin embargo se pueden hallar en forma elemental.

Si la energia cinética de rotacién es grande, puede despreciarse en primera
aproximacién la fuerza de gravedad y entonces el eje del trompo ( describird una
precesiéon regular alrededor del vector L, con frecuencia:

Q, == (5.81)

Este es el movimiento que debemos asociar a la nutacién: coincide (en esta
aproximacién) con la precesion libre del cuerpo simétrico. Por otra parte, bajo la
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accion de la gravedad, el vector L obedece la ecuacién:

dL PN
— =717=Mgl{ Nk
77 9l¢
El momento 7 dependera de la inclinacién del eje del trompo, pero como el
movimiento de precesién es lento el eje de simetria dard muchas vueltas alrededor
de L mientras éste precede. Obtenemos una aproximacion razonable proyectan-
do el eje de simetria sobre el impulso angular. El angulo entre ambos vectores
estd dado por la ecuacién (5.61) y por lo tanto:
L3 L

= Mg == Ak
(T) g7 A

y por lo tanto la ecuacién promediada para el impulso angular:

dL Mgl Ly,
o= kAL (5.82)

Esta ecuacion puede integrarse en forma similar a lo que hicimos en el caso
del trompo simétrico. El vector L precede alrededor del eje z con una frecuencia:

Mgl Ls
L L
que es el mismo resultado que se obtiene de la teoria elemental del trompo.

En fin, el movimiento de un trompo pesado se compone de un cabeceo del eje,
la nutacion, y de un movimiento de precesion alreddor de la vertical inducido por
la gravedad. El efecto combinado de ambos fenémenos esta esquematizado en la
Figura 5.18. Pero cuando la energia cinética de rotacion alrededor del eje de si-
metria es grande, la amplitud de la nutacién es pequena y se amortigua facilmente
bajo la accién de la fricciéon. El trompo parece efectuar una precesién regular y
resistirse a caer bajo la accién de la gravedad. Esta precesion seudoreqular es el
desconcertante fenémeno que deleita a grandes y chicos.

Q, = (5.83)

5.5.4. Otros fendmenos similares

Cualquier cupla que se ejerza sobre un cuerpo rigido en rotacion producira fe-
noémenos similares a los que acabamos de analizar. Un ejemplo importante es
el fenémeno astronémico llamado precesion de los equinoccios. El Sol y la Luna
ejercen cuplas sobre el abultamiento ecuatorial de la Tierra que tienden a “en-
derezarla”; es decir, colocar el eje terrestre paralelo al eje de la ecliptica (Figura
5.21). Bajo la influencia de estas cuplas, el eje de la Tierra efectiia una precesién
lenta alrededor de un eje prependicular al plano de la ecliptica.

El potencial de interaccion entre la Tierra y el Sol es igual a:

Ve [l
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Figura 5.21: Precesién de los equinoccios

en donde r es la coordenada heliocéntica del centro de masas de la Tierra, p la
coordenada del elemeto de volumen respecto del centro de masas de la Tierra
y p(p) la densidad de la Tierra. Puesto que |p| < |r|, se puede desarrollar el
denominador en serie y obtener:

GM-m 1GM 3(p-r)?
Vi ——— s o <{/@mm<iﬂ—l f)

2 3 72

y el itimo término puede expresarse en funcion del tensor de inercia en la forma:

GM@?TL@ 1 GM@ r-l-r
VT o (3 (5.84)

El segundo término del potencial es el responsable de la cupla sobre la Tierra.
Se puede simplificar aun mas el problema suponiendo que la érbita solar es un
circulo. Ademas, el movimiento de precesion es tan lento comparado con el ano
que es una buena aproximacion promediar la ecuacion anterior sobre todas las
posiciones del sol. Se obtiene de esa manera:

3cos2e¢ —1

3

1
(V) = —gGMQ(IB — 1) 3

(5.85)
en donde € ~ 23°,5 es la inclinaciéon del eje de la Tierra respecto de la ecliptica.
La ¢érbita lunar yace en un plano casi coincidente con el de la ecliptica y su
contribucion al potencial tiene la misma forma.

El momento de la fuerza (que se halla derivando respecto de €) tiene la direc-
cion de la linea de los nodos. Un céalculo sencillo mustra que:

3 M M PUPS
()= éG(IZS_[l) (a—g—i-é) CAk

y de aqui deducimos (Cf. (5.83)):

3 M M, Cos €
Q, = G(Is — I) ( ag + a:&q ) 7 (5.86)
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En el caso de la Tierra, L ~ L3 = I3)y, hallamos:

2
T, = == ~ 25500 aiios
Qp

en excelente acuerdo con el valor observado:
Tops =~ 25800 anos.

A la nutacién de la Tierra le corresponde el periodo de Euler (o mas bien el
de Chandler). Aclaremos que en astronomia se llama nutaciéon a un movimiento
forzado del eje de la Tierra debido a los apartamientos del sencillo modelo an-
terior: las orbitas lunares y terrestres son elipticas y tienen distinta inclinacion
respecto del ecuador. Estes fendmenos originan una cupla variable en el tiempo,
cuyo mayor periodo es de 18 anos y ge provoca un cabeceo adicional del eje de
la Tierra.

Problemas 5.5

Problema 5.5.1.
JEn qué condiciones puede un trompo permanecer girando con su eje vertical?

Problema 5.5.2.
La ecuacién (5.74) puede integrarse aproximadamente en el caso de un trompo
veloz. Supondremos que el sistema no se aparta mucho de una precesion regular.

1. Probar que la frecuencia de precesién regular tiene los valores aproximados

2. Suponiendo un apartamiento pequeno de la condicion de precesion regular
lenta, desarrollar f(u) en serie hasta términos cuadraticos. Determinar asi la
frecuencia de nutacion.

3. Determinar la amplitud de nutacién en funcién de los parametros del pro-
blema.

4. Integrar la ecuacion diferencial para «. Discutir los diferentes casos que
pueden presentarse.

5. Finalmente, integrar la ecuacion diferencial para ~.

Sugestién: Expresar las constantes a, b, € en funcién de las raices de f(u).
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Problema 5.5.3.
El péndulo esférico es similar al problema de un trompo con w3 = 0. Discutir el
movimiento de un pédulo esférico de amplitud no del todo pequena.

Problema 5.5.4.
Un cuerpo cargado que gira tiene un momento magnético:

m=_-L1T,
2mc

Discutir el movimiento del cuerpo en un campo magnético B. Mostar que L
precede alrededor de B con la frecuencia de Larmor:

qB
QO = —
L 2me
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Capitulo 6

Pequenas oscilaciones

El movimiento general de un sistema mecanico es, en general, imposible de es-
tudiar en detalle, dadas las graves dificultades para su integracion. Los sistemas
exactamente integrables son muy pocos: la gran mayoria son “no integrables”:
no sélo no existen soluciones analiticas expresables en términos de funciones co-
nocidas sino que, por lo general, estos sistemas son caéticos. Los exponetnes de
Lyapunov son positivos y dos soluciones que difieran muy poco en sus condiciones
iniciales divergeran exponencialmente una de otra en un intervalo relativamente
corto.

Poco se puede decir de estos sistemas, excepto cerca de situaciones especiales.
Una clase general de puntos excepcionales, donde es posible analizar en forma
bastante general el comportamiento del sistema, son los entornos de puntos de
equilibrio. Alrededor de esos puntos excepcionales el sistema puede efectuar pe-
quenas oscilaciones y es posible analizarlo con una generalizacion del tratamiento
de sistemas dindmicos auténomos (Seccién 2.3).

6.1. Equilibrio en general

Examinemos, en primer lugar, el movimiento de un sistema mecéanico des-
cripto por un conjunto de f coordenadas generalizadas, cuando sufre pequenos
apartamientos de una posicién de equilibrio. En un sistema de muchos grados de
libertad, cuyo lagrangeano puede contener potenciales dependientes de la veloci-
dad, esta ultima nociéon debe generalizarse.

6.1.1. Estados de equilibrio

Consideremos las ecuaciones de Lagrange del sistema de f grados de libertad:

oL d oL
dq  dtog

(6.1)
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Llamaremos punto de equilibrio generalizado una configuracién en que todas

las fuerzas generalizadas se anulan:

oL B
dq; B

0 (6.2)

Si ahora sustituimos en (6.1), hallamos:

oL

—— =, =

Las ecuaciones (6.2) y (6.3) son un sistema de ecuaciones que describen la con-

figuracion de equilibrio, en que las fuerzas generalizadas se anulan y los impulsos
generalizados son constantes. Distinguiremos dos casos importantes:

1.

Ninguna de las coordenadas ¢; es ciclica. En este caso las ecuaciones (6.2)
son un conjunto de ecuaciones no lineales, cuya solucién determina puntos
en el espacio de configuracién con coordenadas ¢) independientes del tiem-
po; v las constantes p{ necesariamente se anulan. Estos puntos se llaman
puntos de equilibrio.

Algunas ¢; son ciclicas. Los correspondientes impulsos generalizados no ne-
cesariamente se anulan y tenemos el caso de movimiento estacionario. Este
caso es, obviamente, mas complicado que el anterior y lo estudiaremos mas
tarde.

6.1.2. Ejemplos

Examinemos algunos ejemplos sencillos de situaciones de equilibrio.

Equilibrio en una dimension: Ya hemos examinado el caso de movimiento

unidimensional (Seccién 1.4). Los puntos de equilibrio en un sistema uni-
dimensional son aquellos en los que el potencial tiene un extremo (Figura
1.13).

Péndulo doble: En el caso del péndulo doble (Figura 4.10), hay cuatro posi-

ciones de equilibrio, que corresponden a los péndulos en posicién vertical.

Doble puente de hidrégeno: Varias moléculas de importancia en la biologia

estan unidas por un doble puente de hidrogeno; entre ellas, los nucledtidos
adenina y timina (Figura 6.1). Podemos elegir como coordenadas generali-
zadas a las distancias de los protones a un punto entre las dos moléculas
My y M. El atomo de hidrogeno es atraido por ambas moléculas y sufre la
repulsion coulombiana del otro protéon. El potencial tiene dos minimos, que
representan las configuraciones de equilibrio estable de ambas moléculas;
y ademés un punto de ensilladura, que representa un punto de equilibrio
inestable (Figura 6.1).
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(a) Esquema (b) Potencial

Figura 6.1: Doble puente de hidrégeno

Orbita circular en un campo central: En este caso la variable ¢ es ciclica, la
fuerza generalizada se anula trivialmente y la velocidad angular es constante

e igual a:
~ L
b= —
mro
mientras que la coordenada radial constante esta definida por la condiciéon

de equilibrio:
oL
- 4
or 0 (6:4)

que contiene a la velocidad angular ¢. Ejemplos similares de movimiento
estacionario son la precesion regular de un trompo o la rotacién de un
cuerpo rigido alrededor de los ejes pricipales de inercia.

El problema restringido de tres cuerpos: Los puntos de equilibrio en el pro-
blema restringido de los tres cuerpos se llaman puntos de Lagrange. Es facil
determinar cualitativamente la posicién de tres de ellos por sonsideraciones
topoldgicas. En la Figura 5.9 se ven tres puntos de ensilladura situados a la
izquierda del cuerpo S, entre S'y J y a la derecha de J. Estos son los pun-
tos de Lagrange Ly, Lo vy L3 respectivamente. Por otra parte, en los valles
situados encima y debajo de los cuerpos principales, hay dos minimos que
son también puntos de equilibrio. No es dificil probar que éstos estéan en los
vértices de sendos tridngulos equildteros, cuya base es el segmento S.J. En
efecto, en el punto L4, por ejemplo, la aceleracion total del planetoide P es
(Figura 6.2):

Gy M, Gy M,
ap = — ﬁ? S(r—rg) — ig I(r—r3)+ Q’r (6.5)



Figura 6.2: Soluciones equilateras en el problema restringido de tres cuerpos

Si ahora introducimos la tercera ley de Képler:

GN<MS + MJ)

2
O = e

la condiciéon de tridngulo equilatero:
r=ry =R’
y la definiciéon de centro de masa:
Msrg+ Mr; =0

hallamos que la aceleracién (6.5) se anula y asi probamos la existencia de
las soluctones equildteras del problema restringido de tres cuerpos.

Problemas 6.1

Problema 6.1.1.
Determinar las posiciones de equilibrio en el potencial:

_1 2/ 2 2 e’
V(x,y)—Qmu) (x*+y°) + TR

Problema 6.1.2.
Discutir las posiciones de equilibrio en el problema restringido de los tres cuerpos.
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6.2. Oscilaciones alrededor de un punto de equi-
librio

Examinemos, en primer lugar, pequenos apartamientos de una posicién de

equilibrio. Llamando &; a los apartamientos de la posicién de equilibrio tendremos:

q; = C],Q +¢& (6.6a)

G =& (6.6b)

Supondremos que las cantidades &, &; son pequefias en el siguiente sentido:
después de introducirlas en el lagrangeano del sistema, lo desarrollaremos en

serie de Taylor hasta segundo orden. Puesto que trabajamos con coordenadas
generalizadas:

' 1 ..
T(qi ;) = éaz’j<q0)€i£j + 0(53) (6.7a)
10%V (¢")
0 3
) = L leg .7b
Introduciendo las notaciones:
mi; = ai;(q°) (6.8a)
>’V (q°)
kii = 6.8b
J an‘an ( )
el lagrangeano toma la forma:
1 ..
L = 3 (mijfifj — kz‘jfifj) (6.9)

6.2.1. Modos normales

Podemos simlificar atin mas esta expresion introduciendo notaciéon matricial.
Sean M y K matrices f x f con elementos (6.8a) y (6.8b) respectivamente y
que llamaremos matriz de masas y matriz de restitucion. Con esta notacién el
lagrangeano (6.9) se escribe:

Lz%(é-M«é—&-K«{) (6.10)

Para aligerar la notacion, desde ahora en adelante omitiremos el simbolo de
producto escalar ‘.

Examinemos algunas propiedades del lagrangeano (6.10). La energfa cinética
es, en coordenadas cartesianas, una suma de cuadrados y necesariamente positiva.
Debe cumplirse, entonces:

T = %éMé >0 (6.11)
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es decir, la matriz M es definida positiva. Por otra parte, la matriz K también
debe ser definida positiva si estamos cerca de un minimo.
Las ecuaciones de movimiento que deducimos de (6.10) son:

ME + K& =0 (6.12)

Para resolver estas ecuaciones de movimiento, consideremos la sustitucién de
d’Alembert:
€ — A e—iwt

que sustituido en (6.12) da el resultado:
KA = w’MA (6.13)

Este es un sistema lineal homogéneo que tendra solucién si y sélo si el deter-
minante de los coeficientes se anula:

det (K —w’M) =0 (6.14)

La ecuacién (6.14) se llama la ecuacion secular del sistema y sus f soluciones
w?, las frecuencias propias de oscilacién. Una vez halladas éstas tltimas, sustitu-
yendo en f — 1 ecuaciones del sistema (6.13) se hallan los coeficientes A a menos
de una constante multiplicativa. Cada una de las correspondientes soluciones:

£ = A%e ! (6.15)

se llama un modo normal de oscilacion del sistema. La solucion general del pro-
blema se halla como una combinacién lineal de los modos normales de oscilacion:

=) C.&(t) (6.16)

en donde los f vectores constantes C,, se determinan a partir de las condiciones
iniciales.

6.2.2. Coordenadas normales

La determinacion de las constantes de integracion C, requiere normalizar
adecuadamente las amplitudes A® y resolver un sistema de ecuaciones lineales.
Ambas operaciones tienen un interesante significado geométrico, que generaliza
la transformacion a ejes de inercia (Seccién 5.3.3).

Mostraremos ahora que existe una transformacién lineal de coordenadas, con
matriz A, que simultdneamente

1. Reduce la matriz de masas M a la matriz unidad;

2. Reduce la matriz de restitucion K a forma diagonal.
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Construiremos esta transformacion lineal en dos etapas. En primer lugar, ob-
servemos que cualquier matriz simétrica puede llevarse a forma diagonal mediante
una transformacion ortogonal; es decir, que existe una matriz ortogonal U tal que:

U'u=1I (6.17)
U'™MU = MP (6.18)

Formemos ahora la matriz:
B = UMP? (6.19)

cuyo efecto sobre M es reducirla a la unidad. Si aplicamos esta matriz al sistema
(6.13) hallamos:
B'K¢ = w?’B Mg

cuyo segundo miembro puede escribirse en la forma:
w?’B"MBB™¢ = w?B71¢

Finalmente, con el mismo procedimiento hallamos:

0%n =w’n (6.20a)
Q% =B'KB (6.20b)
n=B"1¢ (6.20c)

La ecuacién (6.20a) es un nuevo problema de autovalores para la matriz
simétrica Q2. Existe, pues, una matriz ortogonal V que la lleva a forma diagonal:

VTV =| (6.21a)
VTQ2V = w?” (6.21D)
Introduzcamos, finalmente, la matriz:
_1
A =UMP 2V (6.22)

Es facil ver, sobre la base de los resultados anteriores, que esta matriz tiene
las propiedades anunciadas. En particular, la condicién

ATMA = | (6.23)

juega el papel de una condicién de ortogonalidad generalizada sobre la matriz A.

Las columnas de A no son otra cosa que los vectores A* correctamente norma-
lizados (cf. Seccién 6.2.1). Podemos ahora determinar las constantes C, utilizando
(6.23). Multiplicando (6.16) y su derivada por ATM hallamos:

C = ATMg(0) (6.24a)
—iwPC = ATME(0) (6.24D)
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ecuaciones determinan las partes real e imaginaria de C.

La transformacion lineal A representa un cambio de coordenadas en el espacio
de configuracién del sistema. Lo llamaremos coordenadas normales del sistema
y lo desigmaremos con la notacién @, (t). De este modo, la ecuacién (6.16) se
escribe:

£(t) = AQ(t) (6.25)
Sustituyendo (6.25) en el lagrangeano (6.10):

@)

-y Lo 2
2 6% « (6%

Estas nuevas coordenadas se comportan como osciladores armoénicos indepen-
dientes. Es facil ver que lo mismo sucede con la energia del sistema:

=Y (@202 (6.27)

Por otra parte, las coordenadas normales describen al sistema en forma global.
En general no se puede excitar un unico grado de libertad del sistema (6.10) sin
excitar, a través de las matrices de acoplamiento M y K, todos los demas. En
cambio, es posible excitar el sistema de manera que todas las particulas oscilen
con la misma frecuencia: éstos son los modos normales de oscilacion.

La transformacién a coordenadas normales, pues, consiste en reemplazar la
descripcion local del sistema por los desplazamientos &, por una descripcion co-
lectiva, a través de las coordenadas normales Q.

6.2.3. Un ejemplo sencillo

Discutamos brevemente un ejemplo muy simple: un sistema de dos masas
iguales m, conectado por resortes simétricos de constante k a dos paredes y entre
si por un tercer resorte de constante x (Figura 6.3). Por lo general, esperamos que
k < k, aunque no necesitaremos esa hipotesis. Este sistema puede representar
una molécula diatéomica acoplada a dos radicales masivos.

Las energias cinética y potencial del sistema valen:

7= Jml&+ &) (6.282)
V = S [K(E + &) + (6 — i)
_ %[(k FR)(E +E) — 26618 (6.28b)
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Figura 6.3: Un ejemplo sencillo de osciladores acoplados

y por lo tanto el lagrangeano del sistema es:
1 . : 1

L= §m(5% +&) — 3

Podemos ahora construir facilmente las matrices M y K:

M = (m 0) = ml (6.30a)

0 m
K= (Ftr =& (6.30b)
\ -k k+=r '

y con ellas la ecuacion de autovalores:

(k: 4 klﬁ) (2) e (i;) (6.31)

En este caso la diagonalizacion de la matriz M es trivial y no vale la pena
molestarse en hacerla. Por otra parte, la alta simetria del sistema permite resolver
la ecuacion de autovalores con sencillas operaciones algebraicas lineales. En efecto,
si escribimos explicitamente el sistema homogéneo (6.31):

[(k + k) (&1 + &) — 266:18] (6.29)

(k+ K)A; — KAy = mw? A, (6.32a)
—/iAl + (k + K)AQ = mw2A2 (632b)

podemos hallar el primer autovalor sumando miembro a miembro ambas ecua-
ciones (6.32):

Wy = — (6.33)
que sustituida en (6.32) proporciona la condicién:

1 1
AW Z 4
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NS BT AN BN,

(a) Modo 1 (b) Modo 2

Figura 6.4: Modos normales de oscilacion del sistema

y normalizando hallamos:

De la misma manera, encontramos para el segundo modo normal de oscilacién:

k+ 2k
2 =" 6.35
W(2) m ( )
1
AP g o 6.36
! > Voem (6.36)

La Figura 6.4 muestra esqueméaticamente la estructura de los modos normales
de vibracién del sistema. El primer modo no comprime el resorte central: se trata
de una traslacién de ambas particulas con la misma amplitud y fase. El segundo
modo, por otra parte, comprime el resorte y por eso aumenta su frecuencia.

Con los resultados (6.34) y (6.36), la matriz de transformacion entre coorde-
nadas de particulas y coordenadas normales es:

A— \/% G _11> (6.37)

Geométricamente, esta trasnformacion es una rotacién de 45° que transforma
la elipse de ecuacion

{(k‘—i—lﬁ)

m

€ +8)- 206 =1

N | —

en la elipse

% {(k—i—/ﬁ)

Para examinar con algo mas de detalle el comportamiento del sistema, exami-
nemos el caso particular en que sélo una de las particulas, digamos la particula

Q3 + %Qﬂ =1

m

192



1, se parta inicialmente de us posiciéon de equilibrio una cantidad &,. Usando la
expresién (6.37) hallamos las amplitudes de los modos normales de oscilacion:

&@zz%mmwwwm

= &cos %(wl T o)t cos [%(Wl _ m)t] (6.38)
&) = %(Cos_wlt—coswg;)

~ gosen [Loruat]sen[la—w| oy

El movimiento de las particulas individuales muestra el fenémeno de batido,
bien conocido: la energia se transfiere de una particula a la otra en forma ciclica,

con un periodo
4

Tbat =
W —wq

que, si k < k, puede ser mucho mayor que el de los osciladores individuales.

6.2.4. Oscilaciones de moléculas

Las oscilaciones moleculares, sumamente importantes para comprender las
propiedades espectrsocopicas y termodinamicas de gases, tienen una dificultad
peculiar: la aparicién de modos cero: “oscilaciones” con frecuencia propia cero.
Nuestro ejemplo de la Seccion 6.2.3 puede ayudarnos a entender por qué.

Examinemos lo que ocurre cuando hacemos k£ — 0 en el ejemplo. En ese caso
las frecuencias (6.33) y (6.35) toman los valores:

why =0 Wig)y = —

El modo normal de oscilacion correspondiente a frecuencia nula representa la
traslacion del centro de masa de la molécula diatéomica a lo largo del eje x. Por
otra parte, si examinamos el movimiento de la molécula en el plano hallaremos
otros dos modos cero (Figura 6.5). Estos corresponden a traslaciones a lo largo
del eje y y a rotaciones alrededor del eje z.

Los modos cero pueden eliminarse, reduciendo el orden de la matriz a tratar,
imponiendo vinculos sobre las coordenadas de las particulas individuales. Por
ejemplo, si se trabaja en el sistema CM, las coordenadas &; deben satisfacer:

> mag, =0 (6.39)
a
y si, ademas, se impone que el impulso angular total L = 0, se debe verificar:

> maroa A, =0 (6.40)
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) Modo Cero 1 ) Modo Cero 2 ) Modo Cero 3

Figura 6.5: Modos cero de una molécula diatémica en el plano

C

O

A B

Figura 6.6: Molécula triatémica tipica

en donde r(, son las posiciones de equilibrio de los atomos individuales.

Sin embargo, un método méas adecuado a la formulaciéon lagrangeana de la
mecdanica es el uso de un sistema de coordenadas generalizadas que elimine los
modos ceros del problema. Ejemplificaremos este modo de resolver el problema
con una molécula triatémica (Figura 6.6), aunque el procedimiento es totalmente
general y se aplica a cualquier sistema de tres cuerpos.

En el problema de dos cuerpos, el movimiento del centro de masa se elimina
pasando a coordenadas relativas y de centro de masas (Seccién 3.1.1). La gene-
ralizacién de este procedimiento se llaman coordenadas de Jacobi. Sean ry, con
I = A, B, C las coordenadas de los atomos individuales de la molécula. Introdu-
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cimos las coordenadas de Jacobi con las siguientes ecuaciones:

P, =Ta—Tp Coordenada relativa A — B (6.41a)
M M
Py =T — ?\Z“ ::: M];rB Coordenada C resp. del CM A — B (6.41b)
2 Mir;
Coordenada del CM 6.41c
p3 ZI M] ( )

La invarianza bajo el grupo de Galileo garantiza que con estas coordenadas
el lagrangeano toma la forma:

1 .
L= QMTP?), + Lint

y el movimiento del centro de masas queda separado.

Para eliminar las rotaciones, es necesario introducir un “sistema de referencia
ligado a la molécula” C y expresar la conexion entre ambos sistemas a través
de una matriz de rotacion. Examinemos el caso particular interesante de una
molécula en el plano. En este caso, la matriz corresponde a una rotacién alrededor
del eje z. Elijjamos el eje x del sistema intrinseco coincidente con p,. Entonces
tendremos, con una notacion obvia:

T1 = rcos ¢ To = Xp COS P — Y Sen ¢ (6.42a)
Y1 = rsen o Yz = Xo S€N ¢ + Yo COS @ (6.42Db)

La invarianza bajo rotaciones indica que ¢ debe ser una variable ciclica y de
esta manera se elimina el grado de libertad de rotacion.

Problemas 6.2

Problema 6.2.1.
Probar que todos los autovalores de una matriz definida positiva son positivos.

Problema 6.2.2.
Hallar los modos normales de oscilacion de un péndulo doble.

1. Hallar las matrices de masa y de restitucién correspondientes.
2. Hallar las coordenadas normales.

Problema 6.2.3.

Discutir el movimiento de las masas de un péndulo doble. Probar que se producen
batidos si la masa M del péndulo superior es mucho mayor que la masa m del
péndulo inferior.
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(a) Inductivo (b) Capacitivo

Figura 6.7: Circuitos oscilantes acoplados

Problema 6.2.4.
Hallar los modos normales de oscilacion de los circuitos acoplados de la Figura
6.7.

Problema 6.2.5.

Un modelo esquemético para la suspensién de un automévil consiste en una
barra rigida de masa M y momento de inercia I, suspendida sobre dos resortes
de constantes kq y ko sujetos a distancias [; y I de la abcisa del centro de masas C'
(Figura 6.8). La barra puede moverse verticalmente o rotar alrededor del centro
de masa. Hallar frecuencias y amplitudes de los modos normales de oscilacion
del sistema. ;Cual es la condicién para que ambas frecuencias de oscilacion sean
iguales?

Problema 6.2.6.
Transformar el lagrangeano de una molécula triatémica a coordenadas jacobianas.

Problema 6.2.7.
Usando los resultados del problema anterior, hallar los modos normales de vi-

bracién de una molécula triatéomica simétrica XYs5. Usar el modelo de la Figura
6.9.

Problema 6.2.8.
Determinar las constantes de fuerza k,k, y el dangulo de torsion 2« para las
moléculas de la Tabla 6.9 usando las frecuencias indicadas.
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Figura 6.8: Modelo de suspensién de un automovil

Mol. V1 Vo V3 2000bs

£ x CO, 1337 667 2344 180
4 CSs 657 397 1523 180

k H,O 3652 1595 3756 105

D,O 2666 1179 2784 105
SO, 1151 524 1621 120
v NOy, 1320 648 1621 120

(a) Modelo (b) Tabla

Figura 6.9: (a) Modelo de una molécula triatémica simétrica (b) Frecuencias de
oscilacién de moléculas triatémicas simétricas tipicas (cm™!). La tltima columna
muestra el dngulo de torsién observado en grados. Las masas aproximadas (en
uma) valen My =1, Mp =2, Mc =12, My = 14, Mp = 16 y Mg = 32. 1 uma
= 1,66 x 107 g.
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6.3. Oscilaciones alrededor de un movimiento
estacionario
Examinemos ahora las oscilaciones alrededor de un movimiento estacionario,

que son importantes no solo para estudiar la estabilidad del movimiento sino
también como tratamiento aproximado de érbitas mas generales.

6.3.1. Formulacién general

Como ya hemos visto en la Seccion 6.1.1, el movimiento estacionario se pro-
duce cuando las condiciones de equilibrio se aplican a una variable ciclica (Caso
2). Necesariamente la coordenada gy es funcién lineal del tiempo:

qo(t) = qoo + qot

en donde la velocidad generalizada ¢, es constante, pero no puede suponerse
pequena. Esto cambia, en general, la forma de la energia cinética. En efecto,
desarrollandola alrededor del movimiento estacionario:

qo(t) = qoo + dot + &o(t) (6.43a)
qi(t) = qi0 + & (6.43Db)

la energia cinética toma la forma:

1 .
T = 3 3i(0)did;

1 . 1 .. 1 ..
=35 00ds + §T0,i>OQOQi + 3 ii>0(9)qig;

y finalmente, desarrollando los coeficientes T, Ty ;-0 alrededor del punto de equ-
librio se encuentra la forma:

1 .. |
T= §aijfz'§j + i + §C¢j§i§j (6.44)
El lagrangeano linearizado, por lo tanto, tendré la forma:

L= % mi;&i&; + bii&i; — kz‘jfiﬁj] (6.45)
en donde la matriz b = g — g' es antisimétrica. Esta cantidad es una vieja
conocida bajo un disfraz: la hemos visto aparecer en la teoria del movimiento
relativo (Seccién 5.2) como términos giroscopicos, conectados con la fuerza de
Coriolis. La antisimetria de la matriz b garantiza la existencia de una cantidad
conservada: la integral de Jacobi generalizada.
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Los impulsos y fuerzas generalizadas resultan ser:

. 1

1 .
Q =g = 0is&i = kiids (6.46b)
y las ecuaciones de Lagrange resultan ser:
mii€; + bisé + ki€ =0 (6.47)

Por lo general, no existe ninguna transformacién de coordenadas que pueda
llevar simultanemante las matrices M, b y K a forma diagonal y el tratamiento de
las ecuaciones (6.47) conduce a un problema de autovalores generalizado. Usando
la sustitucién de d’Alembert, se llega a la ecuacion secular:

det(—w?M — iwb 4+ K) = 0 (6.48)

cuyos autovalores son las frecuencias propias de oscilacion del sistema. No es
dificil probar que la ecuacién secular es funcién sélo de w? y por lo tanto que sus
raices son reales (que corresponden a frecuencias de oscilacion estable alrededor
del movimiento estacionario) o imaginarias puras (que indican inestabilidad).

6.3.2. Los asteroides troyanos

Entre las pocas soluciones exactas conocidas del problema restringido de los
tres cuerpos (Seccién 5.2.3), se encuentran las soluciones equildteras (Seccién
6.1.2). Estas constituyen un movimiento estacionario. Las oscilaciones en torno
de la configuracion estacionaria son importantes, pues se encuentran realizadas
en la Naturaleza en los asteroides Troyanos. Este grupo de asteroides se mueve
en oOrbitas que pueden describirse, en primera aproximacion, como soluciones
equilateras ligeramente perturbadas.

Consideremos el lagrangeano (5.29) en el entorno de las soluciones equildteras
(Figura 6.2). En los puntos de equilibrio Ly, L5 se anulan p y p; debemos, pues,
estudiar pequenos apartamientos de los “puntos de Lagrange”

p=pL+E

Desarrollando el potencial efectivo Veg(p) = V(p) — 3% p? alrededor de los puntos
de equilibrio, se halla la matriz de restitucién:
3

k=1 (e )

en donde s = £1, para los puntos de Lagrange L, y Ls respectivamente. Esta
matriz es definida negativa y representa un mdximo del potencial efectivo. Sin

(6.49)

199



embargo, las soluciones equilateras pueden ser estables para valores apropiados
de v.
Las ecuaciones de movimiento resultan, pues:

& — 208 — 29251 — 834£(,u — )% =0 (6.50a)
o + 206, — s%(u — V)% — %QQ& =0 (6.50b)

El determinante secular (6.48) de estas ecuaciones vale:

27
D =uw*—Q%? + ZQ4MV (6.51)

y tiene dos soluciones, que corresponden a los modos normales de oscilacion:

S

27
n :%\/1—1—\/1—27#1/ 29(1—§MV> (6.52a)

27
w- :%\/1—\/1—27,u1/ EQHZ/M/ (6.52b)

Las frecuencias (6.52) son reales (y representan un movimiento estable) si
— %uy > 0 o, lo que es lo mismo

V< - — — ~— (6.53)

Esta condicién se cumple muy bien en el sistema Sol-Jupiter-Troyano, donde

1

Vo~ ——
1033

(6.54)

El cociente de amplitudes de los autovectores puede hallarse de las ecuacio-
nes de movimiento. El primer modo normal de oscilacion tiene un cociente de
amplitudes:

A

Es mucho més interesante proyectar este cociente en las direcciones radial y tan-
gencial:

B _ 3\/(37)+8z'+0(y)

Ag/By = 4\/5%8 (6.55a)
Av/B, = w (6.55b)
(A/B,)/ (Ao Br) = 5 (6.5
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El modo normal corresponde a una pequena excentricidad de la orbita per-
turbada. El perihelio del asteriode sufre una precesion

8 o/ .
W o 9,77° /siglo (6.56)

El segundo modo normal es una oscilacién casi perpendicular al radio vector,
llamada libracion:

A /B, = g,/ % (6.57b)
(A+/Br)/(Ag/Bg) = gi\/ % (6.57¢)

Esta lenta oscilacién del asteroide (su periodo es Ty, ~ 150 afos) es la pro-
piedad mas interesante del movimiento.

Problemas 6.3

Problema 6.3.1.
Mostrar que la matriz b no contribuye a la conservacion de la energia.

Problema 6.3.2.
Estudiar las oscilaciones alrededor de una orbita circular en un potencial central
V(r). Probar que la fecuencia de oscilacion es:

V=3V,

m

Problema 6.3.3.
Usando los resultados del problema anterior, hallar la precesiéon del perihelio
producida por una perturbacién 0V en un potencial coulombiano.

Problema 6.3.4 (Péndulo cénico).
Estudiar las pequenas oscilaciones de un péndulo esférico que se mueve formando
un angulo constante con la vertical.

Problema 6.3.5.
Estudiar las pequenas oscilaciones de un trompo simétrico alrededor de la prece-
sion regular.

Problema 6.3.6.
Estudiar las pequenas oscilaciones del trompo simétrico que gira alrededor de la
vertical.
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N.©  Nombre n("/dia) ¢ — oy (°)

588 Aquiles 298 44
617 Patroclo 299 -63
624 Héctor 306 70
659 Néstor 296 74
884 Priamo 298 -82
911 Agamendn 305 69

Cuadro 6.1: Datos orbitales de los asteroides troyanos

Sugestién: Transformar las ecuaciones a coordenadas cartesianas x,y en el sis-
tema S.

Problema 6.3.7.
Estudiar las perturbaciones al movimiento de los asteriodes troyanos en coorde-
nadas polares.

Problema 6.3.8.
Calcular la amplitud y fase de la libracién para cada uno de los troyanos de la
Tabla 6.1

6.4. Sistemas disipativos

Las fuerzas de rozamiento juegan un papel fundamental en los sistemas osci-
lantes, pues garantizan en muchos casos la aproximacion al equilibrio: la energia
de las oscilaciones se disipa, transforméndose en calor, lo que da el nombre a estos
sistemas. Aunque las fuerzas de roce no pueden tratarse en forma completa sin
el auxilio de la termodindamica, pueden obtenerse muchos resultados interesantes
para fuerzas de roce viscoso: lineales y proporcionales a la velocidad.

6.4.1. El tratamiento general

Las fuerzas de rozamiento viscoso no pueden deducirse de un principio va-
riacional lagrangeano y requieren la formulacién (4.39) del principio de minima
accion. En el caso de roce viscoso, las fuerzas tienen la forma:

Fi = puty (6.58)

en donde el coeficiente pu; depende del cuerpo k y del medio en que se mueve. Por
ejemplo, para una esfera de radio R en un medio de coeficiente de viscosidad 7:

F = 6mnRr
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Podemos hallar las fuerzas generalizadas usando la ecuacién (4.56):
. Ory,
Qj = Z Mkzrka—qj
k

en donde debemos sustituir la expresién (4.44) de las velocidades en términos de
las velocidades generalizadas:

f
. E)rk 6rk
VLN T 02
Introduzcamos la matriz F, de elemntos:

8rk
Fij = Z,Mk
A dq;

Ory
9q;

(6.60)

llamada matriz de disipacion o matriz de amortiguamiento. Con ella, las ecua-
ciones de movimiento para un sistema cercano a un punto de equilibrio toman la
forma:

ME + F€ + K& =0 (6.61)

De su definicién es obvio que la matriz F es simétrica FT = F. Por otra parte,
multiplicando la ecuacién (6.61) por £ y trabajando un poco se encuentra la
ecuacion de conservacion de la energia total:

dEmec
dt

= —92F (6.62)

en donde la funcion de disipacion de Rayleigh es igual a:
1 ..
F=3 Z £Fé (6.63)
ij

Puesto que la energia mecanica disipada se transforma en calor, la produccién
de entropia debe ser

2
—ZF>0
g T =

y por lo tanto la matriz F debe ser definida positiva.
El tratamiento de las ecuaciones (6.61) es similar a los anteriores. Usando la

sustitucion de d’Alembert:
€ —_ Ae—iwt

se llega a la ecuacién secular:

det (—w’M — iwF + K) =0 (6.64)
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Figura 6.10: Ejemplo de oscilaciones disipativas

cuyas raices son las frecuencias propias de oscilacion. Estas frecuencias son com-
plejas, con parte imaginaria negativa, y dan cuenta de la disipacion del sistema.

Por lo general, no existe ninguna transformacion general de coordenadas que
permita llevar simultdneamente las tres matrices M, F y K a forma diagonal. Solo
en casos excepcionales es posible interpretar como un cambio de coordenadas los
autovectores del problema generalizado de autovalores definido por las ecuaciones
(6.61).

6.4.2. Un ejemplo sencillo

Retomemos el ejemplo de la Seccion 6.2.3, pero ahora supongamos que los
resortes tienen disipacién (Figura 6.10). La funcién de Rayleigh del sistema es,
en nuestro caso:

Fs = 5lul€ + &)+ vléy - &) (6.65)

y de ella deducimos la matriz de disipacion:

F— </‘+” v ) (6.66)

-V ut+v
Las condiciones para que esta matriz sea definida positiva son:
w>0p+2v >0 (6.67)

Nuevamente, la simetria del sistema permite hallar una solucién sencilla: su-
mando y restando las ecuaciones lineales, se hallan las ecuaciones seculares para
las frecuencias de los modos de oscilacion:

mw? +ipws —k =0 (6.68a)
mw? +i(p+20)w_ — (k+2k) =0 (6.68Db)
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(a) Inductivo (b) Capacitivo

Figura 6.11: Circuitos oscilantes acoplados con disipacion

Estas ecuaciones tienen el mismo aspecto que la que hemos resuelto en la
Seccion 2.1.1: sus soluciones tienen una parte imaginaria definida positiva si se
cumplen las condiciones (6.67), que representa la disipacién de energia del siste-
ma.

En este caso particular, una sencilla transformacién de coordenadas llevé las
tres matrices a forma diagonal, pero eso en general no es posible; sélo la simetria
del sistema ha permitido hacerlo.

Problemas 6.4

Problema 6.4.1.
Hallar los modos normales de oscilacion de los circuitos acoplados de la Figura
6.11.

Problema 6.4.2.
Incluir los amortiguadores en el modelo de la suspension de un automaovil. Suponer
que existen amortiguadores lineales en cada una de los ejes (Figura 6.12)

Problema 6.4.3.
Mostrar que una pequena fuerza disipativa aparta a los asteroides troyanos de la
posicién de equilibrio.

6.5. Sistemas forzados

Cuando una fuerza externa F () actiia sobre una de sus componentes, el siste-
ma se llama forzado. Se trata de una generalizacién del sencillo oscilador forzado,
que hemos tratado en la Seccion 2.1.2. Las mismas ideas se aplican a todos los
sistemas linearizados y vamos a examinarlas en esta seccién.
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Figura 6.12: Modelo de suspension de un automoévil, incluyendo amortiguacion

6.5.1. Fuerzas externas en sistemas lineales

Sea F,(t) un sistema de fuerzas externas que actia sobre el sistema mecanico
linearizado. Las ecuaciones de movimiento toman la forma:

ME + FE€ + K& = F(1) (6.69)

en donde el segundo miembro representa una fuerza generalizada externa arbi-
traria, que no depende de las coordenadas &.

La fuerza externa pude modelarse como superposicion de distintas frecuencias
usando la integral de Fourier (2.19). Para cada frecuencia, es necesario resilver la
ecuacion (6.69) con un segundo miembro sinusoidal F(t) = F_ e ™. La solucién
tiene la forma:

£.(t) = Z(w)Foe™ (6.70a)
Z(w) = (™ — iwF + K) ™ (6.70b)

en donde la matriz Z se llama la matriz de impedancia o matriz de transferencia
del sistema. La estructura de la solucién particular (6.70) generaliza los resultados
que obtuvimos para el oscilador arménico forzado (Seccién 2.1.2): existe una
resonancia para cada frecuencia propia w, del sistema. La absorciéon de energia
es especialmente intensa en esas frecuencias y la amplitud de oscilacion crece
enormemente.

Por otra parte, es posible tratar la fuerza externa con el método de la funcién
de Green (Seccién 2.1.3). Para generalizarlo introduciremos la matriz de Green
como la solucion de la ecuacion:

MG + FG + KG = I5(t) (6.71a)
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con condiciones iniciales causales:
G(t<0)=0 (6.71b)
G(e) — G(—e) =ML (6.71c)

Es sencillo demostrar que una soluciéon particular del sistema inhomogéneo
(6.69) esta dada por la convolucién (Cf. Eq. (2.31)):

/ G(t — 7)F(r)dr (6.72)

en donde el limite superior puede reemplazarse por t, dada la condicién de cau-
salidad.

Existe una conexién obvia entre la matriz de Green y la de impedancia: son
(a menos de una constante) transformadas de Fourier una de la otra. En efecto
es facil demostrar que:

Z(w) (6.73)

en donde G(w) es la transformada de Fourier de la matriz de Green:

G(w) dG(t)e™! (6.74)

“ 7 L.

Veremos que esta conexion tiene consecuencias importantes.

6.5.2. Causalidad y analiticidad

Examinemos brevemente las consecuencias del “Principio de Causalidad” (6.71b).
Los resultados que siguen son sumamante generales y se aplican a la funcion de
Green cualquier operador lineal L que actie sobre funciones de la variable t.

Impondremos a la funciéon de Green la condicién de causalidad:

G(t) =0 t<0 (6.75)

Llamaremos a cualquier funcién que satisface la condicién (6.75) una funcion
causal.

Ademas, la funciion de Green debe ser una funciéon de cuadrado integrable,
pues la energia total del sistema excitado debe ser finita para todo tiempo finito:

/T Gt dt < oo (6.76)

y en el caso disipativo debe valer cuando 7" — oo.
Examinemos ahora la transformada de Fourier de la funcion de Green:

G(w) Yt dt (6.77)

“ e Lo
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Figura 6.13: Camino de integracion para antitransformada de Fourier

como funcién de la variable compleja z = w + io. Es facil probar que G(z) es
analitica en el semiplano superior o > 0:

G(z) = \/%7 /_ " G te (6.78)

Esta ultima integral es convergente para todo o > 0 debido a la acotacién de
G(t)'; ademés G(z) tiende uniformemente a cero cuando o — +oc.

Ahora, probemos el resultado inverso: si G(z) es analitica en un semiplano, el
sistema es causal. Para ello, calculemos la trasformada de Fourier inversa:

G(t) = J% / N G(w)e ™ (6.79)

por el método de residuos, completando el camino de integracién real con un
semicirculo adecuado de radio R, que haremos tender a infinito (Figura 6.13).

La contribucién del semicirculo debe anularse cuando R — 00,2 pero eso
depende del argumento de la exponencial e=%* = e¢%fe~™! Si t < 0 es necesario
trazar el semicirculo en el semiplano superior y

G(t) =) ResG(z) =0 (t <0) (6.80)

mientras que sit > 0, o debe ser negativa y el semicirculo, trazado en el semiplano
inferior, encierra las singularidades del integrando, dando un resultado no nulo.
Pasemos ahora a demostrar uno de las consecuencias mas importantes de la
condicién de causalidad: la existencia de relaciones de dispersion entre la parte
real e imaginaria de la funciéon de Green. Para hacerlo, apliquemos el teorema de

!M4s atin, es convergente sobre el eje real o = 0 si hay disipacién.
2De otro modo, jno estarfamos calculando la integral (6.79)!
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Cauchy a la funcién G(z)/(z — z1), sobre el camino de integracién de la Figura
6.13. Puesto que G(z) es analitica en el semiplano superior, tendremos:

Gz) = — /oo G 4, (6.81)

21 J_w — 21

que expresa la extension analitica de la funciéon de Green al semiplano superior
como funcional de su valor fisico G(w). Las relaciones de dispersion se encuentran
pasando al limite z; — wy. Para hacerlo, usaremos la identidad:

1

T — 1€

1
= Vp— 4 ird(x) (6.82)

que vale en el sentido de las distribuciones. Una demostracién sencilla de es-
ta ecuacién es la siguiente: multipliquemos por una funcién f(x), integremos y
separemos parte real e imaginaria de la distribucion:

V) g [ ) g [ S,

; 2 2 2 2
oo T — 1€ oo TZt € oo Tt €

Sea 1 > € un intervalo infinitesimal del eje real. Entonces:

*oafl@) (" xf(0) /()
/_OO{L‘Q—I—Ede_/_nx2+€2dx+/|x|>n7d$

= Vp/ de
o T
* ef(x) /"/6 dg / f()
T e = £(0 5 A2
/_Oox2—i—62 v =10) e &2 +1 te >y 22 o
=7f(0)
Sustituyendo (6.82) en (6.81) hallamos, después de édlgbra sencilla, la ecuacion:
1 e
Glwi) = = Vp / Sy (6.83)
7r o W — Wy

y, separando partes real e imaginaria, se obtienen las relaciones de dispersion:

C\,
RG(w1) = %Vp / :Ci(zz dw (6.84a)
SG(wn) = —%Vp / fcii(zidw (6.84b)

Estas ecuaciones expresan las partes real e imaginaria de G(w), una en funcién
de la otra. Sus consecuencias son importantes y generales: si la impedancia de un
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sistema es funcién de la frecuencia, necesariamente existe absorcion y viceversa.
Como por la condicién (6.76) y la igualdad de Parseval debe cumplirse

| 1eE)fds <o

o0

concluimos que todo sistema lineal debe tener absorcion.

También son importanes las relaciones de dispersién (6.84) experimentalmen-
te. La parte imaginaria de G(w) estd conectada con fenémenos de absorcién de
energia y éstos son mas faciles de medir que los fenomenos de induccién, conec-
tados con la parte real de G(w). Es la absorcién, pues, la que generalmente se
mide y la parte real se calcula a través de las relaciones de dispersion.

Problemas 6.5

Problema 6.5.1. 1. Mostrar que las funciones de Green y de impedancia del
oscilador amortiguado (Seccién 2.1.2) estdan conectadas por la transformada
de Fourier.

2. Comprobar que las partes real e imaginaria de G(w) satisfacen relaciones
de dispersion.

Problema 6.5.2. 1. Calcular la matriz de Green para el modelo sencillo de la
Seccion 6.4.2.

2. Calcular la matiz de impedancia para el mismo sistema.
3. Verificar que ambas estan conectadas por la transformada de Fourier.

Problema 6.5.3.

En los circuitos de la Figura 6.7 se aplica una diferencia de potencial V (t) =
Voe ™t en el condensador C). Mostrar que es posible elegir los valores de los
parametros de modo que no circule corriente por la inductancia Ls.
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Capitulo 7

La cuerda vibrante

Los métodos de la mecanica expuestos en los capitulos anteriores pueden apli-
carse provechosamente a sistemas continuos: formados por material distribuido
con densidad y presién continua. Ahora bien, tal como los sistemas disipativos
que ya hemos tratado (Seccién 6.4), no pueden tratarso solamente en el marco
de la mecénica pues existe la posibilidad de que parte de la energia mecanica se
transforme en calor, una forma no mecéanica de la energfa. Un tratamiento consis-
tente de los sistemas continuos exige, pues, en general, la inclusién de fenémenos
termodinamicos.

Existen, sin embargo, muchos sistemas que pueden tratarse provechosamente
con los métodos lagrangeanos. Estos incluyen no sélo sistemas vibrantes con baja
disispacién sino también los campos clésicos (electromagnético y gravitacional) y
la ecuacion de Schrodinger en Mecanica cuantica. Aqui nos limitaremos a ejem-
plificar el poder de estos métodos con un sistema muy sencillo: la cuerda vibrante
y sus analogos.

7.1. La cadena de particulas

Es conveniente empezar el estudio de los sistemas continuos con el examen
de sistemas discretos que “tiendan” en algtin sentido a ser continuos!. Nuestro
método serd aproximar una cuerda vibrante por una cadena de N particulas
(“perlas”) engastadas en un hilo sometido a una tensién externa 7' (Figura 7.1).
Nos proponemos estudiar pequenas oscilaciones transversales de la cadena.

'La mecénica de sistemas continuos no puede deducirse de la de sistemas discretos. Por el
contrario, esta tultima puede deducirse de la primera, con hipétesis auxiliares adecuadas. El
objeto de esta seccion es establecer una conexién intuitiva entre ambos tipos de fenémenos
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Figura 7.1: Cadena de particulas

7.1.1. Ecuaciones de movimiento

Construyamos el lagrangeano del sistema. Sea u; el desplazamiento transversal
de la i—ésima particula de su posicion de equilibrio. La energia cinética E¢ del
sistema? serd, simplemente, la suma de las energias cinéticas de las particulas:

| X
— .
Ec = 5™ E_l u; (7.1)

La energia potencial proviene del trabajo necesario para estirar la cadena bajo

la tension T°:
2 ply a2
i=2

expresion que, para desplazamientos pequenos de las particulas se reduce a

V=T

V:

T
- (7.3)

1N 1
w g X;(U — i) +uy,

y finalmente, el largangeano para pequenas oscilaciones de la cadena toma la
forma:

L=Ec-V (7.4)
1 N 1 N-1

De este lagrangeano podemos deducir las matrices de masa y de restitucion
del sistema. La primera es muy sencilla:

M = ml (7.6)

2Lamentablemente, se usa tradicionalmente la letra T tanto para designar la energfa cinética
como la tension del hilo. En esta seccion, mal que nos pese, usaremos F¢ para la primera.
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pero la matriz de restitucion es mas compleja:

3 -1 0 0 ... 0
-1 2 —1 0 0
_T|lo -1 2 -1 0 (77
d |
............ -1 2 -1
0 i -1 3

La primera y ultima fila de la matriz tienen una estructura diferente de las
demés. Esto se debe a que representan la interaccion de la primera y tultima
particula de la cadena con las paredes a las que esta sujeta. Estas ecuaciones re-
presentan, pues, condiciones de contorno, que describen la interacciéon del sistema
con su entorno. Veremos que es posible un elegante tratamiento del sistema, que
separa las condiciones de contorno de las ecuaciones de movimiento.

7.1.2. Ondas

Encontremos, en primer lugar, los modos normales de oscilacién del sistema.
Como de costumbre, usamos una sustitucion de d’Alembert:

u=Ae ™! (7.8)
para encontrar la ecuacion de autovalores:
(—w’M+K)A =0 (7.9)

que es conveniente escribir explicitamente en la forma:

T T
T T T
—EAjfl + (—TTLW2 + 28) Aj - EAJ’Jrl =0 j == 2, ey N -1 (710b)
T T
_EAN_I + (—mw2 + 35) AN =0 j =N (7100)

El sistema (7.10) es lineal homogéneo y tendra soluciones distintas de la trivial
si y solo si el determinante de los coeficientes se anula. Este es un rpocedimeien-
to engorroso para hallar las freciencias de los modos normales en este caso. Es
mucho més sencillo observar que el sistema (7.10) tiene sus coeficientes indepen-
dientes del indice j y eso, a su vez, sugiere usar la sustitucién de d’Alembert para
resolverlo:

A; = Ce'™ (7.11)

donde C'y K son constantes arbitrarias.
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Consideremos en primer lugar las ecuaciones (7.10b). Sustituyendo la forma
(7.11) obtenemos la relacion de dispersion para la cadena:
mw? = 45 sen” % (7.12)
Las ecuaciones (7.10a) y (7.10c) tienen una forma distina de las anteriores
y en general no se satisfaran con la sustitucién anterior. Sin embargo, podemos
lograrlo con un sencillo artificio. Imaginemos dos paticulas ficticias (que llama-
remos particulas imdgenes), 0 y N + 1 colocadas respectivamente a izquierda y
derecha de nuestra cadena, a distancia 4/2 de las paredes. Con este artificio, las
ecuaciones de movimiento para la primera y tltima particula toman la forma de
las ecuaciones centrales (7.10b):

T T T
—EAO + (—mw2 + 23) Al — EAQ = O

T T T
—EANfl + (—mw2 + 25) AN — EAN+1 = O

y satisfardn la relacién de dispersiéon (7.12).
Las amplitudes Ay y Ani1 estan a nuestra disposicion y las elegiremos para
obtener las ecuaciones correctas de movimiento, cosa que se logra si satisfacen:

AO - _Al AN+1 == —AN (713)

Las ecuaciones (7.13) son las condiciones de contorno para la cadena de
particulas, que hemos separado limpiamente de las ecuaciones de movimiento
con el “truco” de las particulas imagen. Antes de aplicarlas para hallar la solu-
cién de nuestro problema, examinemos el significado de la solucién (7.11). Junto
con la ecuacién (7.8), los modos normales hallados hata el momento representan
ondas progresivas:

. 1 K
uj = Ce'tkri=et), xj = (j - —) ) k= 7 (7.14)

que se propagan con velocidad (de fase):

w dT sen %
= — = — 7.15
vE = e (7.15)
Otra solucion posible son ondas que se propagan hacia la izquierda:
uj = C'e~ thaitet) (7.16)

y la solucién mas general serd una superposicién de ambas.
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7.1.3. Los modos normales

Al llegar a los extemos las ondas sufren reflexiones y es alli donde entran a
jugar un papel esencial las condiciones de contorno (7.13). La primera de estas
condiciones se satisfard si A; es una funcién impar de la posicion de las particulas
.Tj

A;j =Csenkzr; = Csen K (j — %) (7.17)

La segunda de estas condiciones exige que:

senK(N—i—%) :senK(N—%)

sen NK =0 (7.18)

o también:

Esta es la ecuacién secular de la cadena de particulas. Para satisfacerla, solo
tenemos a nuestra disposicion el parametro K, que tomara los valores:

K = %77 (7.19)
De esta manera hallamos los modos normales de oscilacién de la cadena de

particulas:
A = C, sen %xj (7.20)

J

(con L = Nd) y sus correspondientes frecuencias propias:

[T nmw
Wy = 2 @ sen ﬁ (721)

La constante C), se elige de manera que:

nmw
m E C?sen? —x; =1
L
J

lo que se obtiene con:
2

De esta manera hemos hallado los modos normales de oscilacion de la cadena.
Cada uno de ellos representa una onda estacionaria, superposicion de dos ondas
viajeras en sentidos opuestos. Obsérvese que sélo existen N modos, pues para
n > N comienzan a repetirse los anteriores. La Figura 7.2 muestra los primeros
modos normales de una cadena.

El movimiento general de la cadena se describe como una supersposicién de
ondas estacionarias. Cada una de ellas oscila independientemente de las otras,
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Figura 7.2: Primeros modos normales de una cadena de particulas

con una amplitud y fase determinada por las condiciones iniciales del problema.
Las coordenadas normales de la cadena son:

Qn =2 A (7.23)
J
y representan las amplitudes de cada onda estacionaria.

Problemas 7.1

Problema 7.1.1.
Examinar los modos normales de oscilacién de una cadena infinita de particulas.

Problema 7.1.2.
Examinar los modos normales de oscilacion de una cadena cerrada de particulas.

Problema 7.1.3.
Una cadena estd formada por particulas de dos masas diferentes: m y M. Hallar
sus modos normales de oscilacion.

7.2. La cuerda continua

La cuerda vibrante es, desde muchos puntos de vista, el méas simple de los
sistemas continuos. La mayor parte de los conceptos y las dificultades asociados
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con el tratamiento de los sistemas continuos se presentan en la cuerda vibrante
o en alguna de sus modificaciones.

7.2.1. El limite de la cadena de particulas

Examinemos ahora la cadena de particulas (Seccién 7.1) como una aproxima-
cién a la cuerda continua®. Para mejorar la aproximacién, debemos aumentar el
nimero de particulas de la cadena, pero disminuyendo la masa de cada particula
de modo que la masa total de la nueva cadena sea constante. Con mas precision,
debemos hacer:

N — oo, Nd=1L, % _ (7.24)

en donde L y p son independientes de V.
De esta manera, los modos normales de la cuerda tienden a:

2
u(z) = 4/ m sen n%x (7.25)

y las correspondientes frecuencias propias a:

T
wp = 4| =2 (7.26)
w L

Las ecuaciones de movimiento para la cuerda toman la forma de una ecuacién
diferencial a derivadas parciales:

OPu(x,t) T82u(x, t)

BT 52 (7.27)
pues
T 0*u(z,t)
?(Uz‘_ﬂ + Ui — 2uz) >~ W + O(d2)

Observemos las principales caracteristicas de nuestro pasaje (heuristico) al
continuo: en primer lugar, el indice discreto 7 ha sido reemplazado poe el “indice
continuo” x; en segundo lugar, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
ha sido reemplazado por una ecuacién diferencial en derivadas parciales.

Una segunda diferencia importante es la aparicién explicita de condiciones de
contorno: mientras que éstas aparecian implicitamente, mezcladas con las ecua-
ciones de movimiento, en los sistemas discretos, aparecen explicitamente en los
sistemas continuos. Asi, por ejemplo, no es dificil probar que las condiciones de

3Recordemos que las consideraciones que siguen son heuristicas. El tratamiento correcto de
la cuerda continua se vera en la Seccién 7.4.
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contorno de la cadena (7.13) (que separamos a propdésito de las ecuaciones de
movimiento) quedan reemplazadas por:

u(0,8) = 0 w(L,t) =0 (7.28)

para cualquier ¢. Obviamente, estas condiciones significan que la cuerda esta su-
jeta a los bordes.

Finalmente, usando un paso al limite adecuado, podemos hallar las energias
cinética y potencial de la cuerda:

L 2

E.= / i (g—?) dx (7.29a)
0
L (ou\?

v_/o T(%> dz (7.29D)

que muestra una ultima caracteristica del “paso al limite heuristico”: las sumas
se transforman en integrales.

7.2.2. Separacion de variables

Es interesante observar que el mismo procedimiento usado para resolver el
problema general de peauenas oscilaciones (Seccién 6.2) dard la solucién del pro-
blema de la cuerda continua. Proponiendo una sustitucién de d’Alembert:

u(z,t) = A(x)e ™"

y sustituyendo en la ecuaciéon de movimiento (7.27) se obtiene una ecuacion di-
ferencial para la funcién coeficiente A(x):

A 2= g2 = B2 7.30
dax? i ¥ (7.30)
Esta ecuacién es analoga la sistema de ecuaciones algebraicas (6.13). Sin em-

bargo, (7.30) no contienen toda la informacién necesaria: hay que anadir las
condiciones de contorno (7.28). La solucién de (7.30) que se anula en el origen es:

A(z) = Csenkax
mientras que la segunda de las condiciones de contorno (7.28) exige:
A(L)=0=senkL

y de esta ecuacion hallamos los valores permitidos de k y de las frecuencias
caracteristicas:
nm



que son las mismas que las ecuaciones (7.25) y (7.26). Por analogia con la ecuacién
(6.13) diremos que la ecuacién (7.30) junto con las condiciones de contorno (7.28)
definen un problema de autovalores.

La solucién mas general posible de la ecuacion de la cuerda se obtiene apli-
cando el principio de superposicién:

u(z,t) %Z\/—sen —xQn (7.31)

en donde las coordenadas normales

Qn (t) = Qne_iwnt

pueden determinarse a partir de las condiciones iniciales. Estas iltimas deben
especificarse para cada punto de la cuerda en la forma:

u(z,0) = f(z)
u(z,0) = g(x)

en donde f(x) y g(x) son funciones suficientemente bien comportadas que des-
criben la posicion y velocidad inicial de la cuerda.
Sustutuyendo en (7.31) obtenemos el sistema de ecuaciones:

%ZQMI sen Tm
— %Z(—iwn)Qm / MiL sen %x

Para hallar las amplitudes complejas (),, de las coordenadas normales se aplica
la relacion de ortogonalidad de seno:

o (L
17 /0 sen %x sen %xdm = dmn (7.32)

y se obtiene en forma inmediata:

Py — L / f(z)sen —xdx (7.33a)
3IQ, = —w—n\ / N_L/o f(z)sen Txdx (7.33b)

Estas ecuaciones resuelven totalemente el problema planteado y son la gene-
ralizacion natural de las que resuelven el problema de modos normales (Seccién
6.2). Evidentemente, en el caso de una cuerda vibrante, los modos normales son
los coeficientes de Fourier de la funcién u(z,t).
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Figura 7.3: Condiciones iniciales para la cuerda vibrante

Examinemos, por ejemplo, la soluciéon para una cuerda pulsada en la mitad
(Figura 7.3). Las condiciones iniciales son:

2h 0 L/y
flz) = {%i L/f;fg/L (7.34a)
g(x) =0 (7.34b)

Sustituyendo en (7.33) hallamos:

8h 1
[sen —mn (7.35)

On = (mn)? 2

que se anula cuando n es par.

La Figura 7.4 muestra las oscilaciones de la cuerda correspondientes a este
ejemplo. Las oscilaciones pueden descomponerse en la superposicion de ondas que
se reflejan en los bordes de la cuerda para dar lugar a la figura.

Una expresion para la energia total de la cuerda puede hallarse sustituyendo
la solucion genreral (7.31) en (7.29) y usando la relacion de ortogonalidad (7.32):

n?T
AL p

E=Ec+V =Y Q. (7.36)

que expresa la energia total concentrada en los modos.

Los modos normales de doscilacién de la cuerda reciben el nombre de armdni-
cos, proveniente de la teoria de instrumentos musicales. Los armoénicos son res-
ponsables del timbre del sonido en un instrumento musical.
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Figura 7.4: Oscilaciones de una cuerda pulsada en el centro.

7.2.3. El espacio de Hilbert

Es posible generalizar la interpretacién geométrica de las coordenadas nor-
males a los sitemas continuos (Seccién 6.2). Para ello, se introduce un espacio
de infinitas dimensiones que puede imaginarse (heuristicamente) como el limite
del espacio de configuracion cuando el nimero de grados de libertad tiende a
infinito. En el problema de la cadena de particulas, a cada punto material de la
cadena le corresponde una diemension en el espacio de configuracién. En el limite
continuo, se obtiene un espacio de infinitas dimensiones, donde se mueve el punto
representativo del sistema.

No todas las funciones son admisibles en este espacio: s6lo aquellas que repre-
sentan el mvimiento de una cuerda con energia finita. De las ecuaciones (7.29)
deducimos que las funciones deben ser de cuadrado integrable:

L
/ wldr < oo
0

es decir, la longitud del vector que representa u(z,t) debe ser finita.

El espacio de funciones de cuadrado integrable L? es un ejemplo del espacio
de Hilbert abstacto. Este tultimo es un espacio vectorial H, con las siguientes
condiciones:

Normado: Esta provisto de un producto escalar u-v < oo, entre cualquier par
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de vectores u y v.

Completitud: Es completo: toda sucesién de Cauchy de vectores u, tal que
lu, —w,| < € n,m — oo, tiene limite.

Separabilidad: Existe un conjunto numerable de vectores u,, que es denso en

H.

Otros ejemplos de espacios de Hibert son los espacios euclideos de un niimero
finito de dimensiones y el espacio de sucesiones a,, de cuadrado sumable " a2 <
00.

Las coordenadas normales forman una base del espacio de Hilbert de la cuer-
da vibrante: todo vector de H puede representarse como una combinacién lineal
de los @,. Las autofunciones A, (z) representan una transformacién de coorde-
nadas entre las “coordenadas de posicion” y las coordenadas normales. Pasar a
coordenadas normales es, pues, una “rotacion” de ejes en el espacio de Hilbert.

7.2.4. Disipacion y forzamiento

La energia en una cuerda vibrante se pierde por disipaciéon que, en los instru-
mentos musicales, se debe fundamentalmente a la emisién de sonido. La disipacién
puede representarse, en muchos casos, con un término proporcional a la velocidad
de la cuerda:

Ou(z,t) N M}\(()u(x,t) _ Tazu(x,t)
ot? ot 0x?
ecuacion que se conoce como la ecuacion del telegrafista, que tiene importancia
en la teorfa de las lineas de transmisién electromagnética (Seccién 7.2.5).

En la familia de los violines, el sonido se emite forzando la cuerda con un arco:
el roce excita el modo buscado por el artista, que es el emitido por el instrumento.
Este fendmeno puede comprenderse con el uso de la funcion de Green G(x,x';t)
de la cuerda. Esta tltima se define como:

0?G(x,';t) T82G(x,x’;t)
I on 02
y representa el movimiento originado po una excitaciéon unidad aplicada en el

punto x’ cuando ¢t = 0.
Podemos hallar la funcién de Green observando que:

(7.37)

= §(x — 2')3(t) (7.38)

5@2%/6”% (7.39)

y por lo tanto, buscaremos una solucién de la ecuacion (7.38) de la forma:

G(x,2';t) e Gz, 2, w)dw (7.40)

vl
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Por supuesto, (7.40) no es otra cosa que la transformada de Fourier de la
funcién de Green, que debe ser una funcién analitica en el semiplano superior w
(Seccién 6.5). Junto con las condiciones de contorno (7.28), la condicién de cau-
salidad determina completamente la funcién de Green de la cuerda. Sustituyendo
(7.39) y (7.40) en (7.38) hallamos la ecuacién:

d*>G(z, 7))
dx?

+ Gz, 2') = _/%5(I — ) (7.41)

La solucién de esta ecuacién, con las condiciones de contorno (7.28), es la
funcién de Green espacial del problema. Existen varias maneras de hallarla (Pro-
blema 7.2.4) pero aqui nos limitaremos a una sencilla y general: vamos a desa-
rrollar la solucién de (7.41) en los modos normales de vibracién de la cuerda.
Buequemos, pues, una solucion en la forma:

G(z,a") = Z Gn(2') \/%sen knx (7.42)

que, sustituida en (7.41) da:

T

1
V2T

S (0 = w2) Gul@') V2L sen ke = —

n

§(x — ') (7.43)

Multiplicando por \/% sen k,,x e integrando, hallamos:

1 2 sen k,,x
N =— — n A4
Gm(z") —QWM“ T —w? (7.44)

El denominador de esta ultima expresién no esta todavia bien definido. Para
garantizar que sea una funcién analitica en el semiplano superior, sumaremos a w
una parte imaginaria infinitesimal ¢, de modo que los polos de la expresién estén
en el semiplano inferior. Reuniendo todas las piezas, hallamos para la funcién de
Green espacial la expresion:

G(z,2;w) =

1 Z sen kyx sen k,x’ (7.45)

2mul — (w+i€)* —wy
Finalmente, es necesario calcular la intergral (7.40) para hallar la funcién de
Green de la cuerda (Problema 7.2.5):

1 1
G(x, o' t) = — Z — sen k. sen k,x’ sen w,tO(t) (7.46)

w
M= Wn
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Figura 7.5: Circuito correspondiente a una linea de transmision

7.2.5. Otros sistemas continuos

Existen muchos sistemas fisicos que se comportan en forma andloga a una
cuerda vibrante. Tal vez los més importantes sean las lineas de transmision elec-
tromagnética, cuya importancia para las comunicaciones es obvia.

Consideremos, por ejemplo, una linea de transmision a baja frecuencia (Figura
7.5). A lo largo de un intervalo dz, la diferencia de potencial variara:

ov ol

mientras que la corriente filtrara entre los cables:
ol ov
= _qVv 7.47h
Ox ¢ ot ¢ ( )

Eliminando V' entre las ecuaciones (7.47) se llega a la ecuacion general del

telegrafista:
0?1 ol 0?1
LC@ + (RC + LG)E + RGI = 0z2 (7.48)

que generaliza la ecuacién (7.37).
En la teoria de guias de onda, los modos de propagacién satisfacen la ecuacién

PE  O*E 9
que es analoga a la ecuacién de una cuerda vibrante apoyada sobre un sustrato
elastico (Problema 7.2.8).

Problemas 7.2

Problema 7.2.1 (Cuerda de guitarra).
En los instrumentos de “punteo”, como la guitarra o el arpa, la cuerda se excita
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apartandola de su posicion de equilibrio y soltandola. Examinar el caso general,
en que la desviacién de la cuerda f(z) puede representarse como un tridngulo de
altura A en un punto a distancia [ del origen.

Problema 7.2.2 (Cuerda de piano).

En los instrumentos de cuerda golpeada, como el piano, la vibracién en la cuerda
se excita golpedndola con un martillo gue da a la cuerda una velocidad inicial
g(x) sin desviacién inicial f(x) = 0. Hallar los armdnicos de una cuerda de piano
golpeada por un martillo infinitamente delgado en el punto x = I:

g(x) < d(x —1)

Problema 7.2.3 (Mas sobre la cuerda de piano).
Hallar la distribucién de armoénicos en una cuerda de piano

1. golpeada con un martillo plano, de ancho 2h:

(2) vo |lx=1I<h
xTr) =
g 0 Jo—1>h

2. golpeada con un martillo concavo, rigido, de ancho 2h:

w(z—1)
_ Jwcos =5 |x =1 <h
) =
9() { w—1|>h

Problema 7.2.4.
Hallar una expresién finita para la funcién de Green espacial de la cuerda.

1. Hallar soluciones G; y Gy de (7.41) que satisfagan las condiciones de con-
torno en los extremos.

2. Integrando la ecuacién (7.41) en un entorno de ', hallar la discontinuidad
en la derivada de la funcién de Green.

3. Determinar los coeficientes arbitrarios de las soluciones G; y G5 de modo
que la funciéon de Green espacial sea continua, con derivada discintinua.

Problema 7.2.5.
Calcular la integral (7.40).

Sugestion: Usar cédlculo de residuos sobre un camino de integraciéon adecuado.
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Problema 7.2.6 (Cuerda de violin).
La accion del arco sobre una cuerda de violin puede representarse, en forma muy
grosera, por la fuerza por unidad de longitud:

o<t<r
) = -
H@D=90 i =>n
t>T1

Hallar la distribucién de armoénicos de la cuerda.

Problema 7.2.7 (Otro sobre la cuerda de piano).
Una cuerda de piano golpeada por un martillo flexible puede represerntarse por

la fuerza:
focos ™ gen ™ |z — || < h

2h T
0<t<r
0 |z — 1] > h
t>T1

f(x>t) =

Problema 7.2.8 (Cuerda apoyada).
Una cuerda vibrante se encuentra apoyada sobre un sustrato eldstico, con un
coeficiente de restitucién A\2. Hallar la ecuacién de movimiento correspondiente.

7.3. Ondas

Uno de los fenémenos mas interesantes en la mecanica de sistemas conti-
nuos es el movimiento en forma de ondas. En esta forma de movimiento no hay
desplazamiento de masa pero si de energia e impulso. Examinaremos este tipo
de movimiento en esta seccion y en la Seccion 7.4 completaremos el andlisis de
energia e impulso.

7.3.1. La ecuacion de la onda

La ecuacion de movimiento de la cuerda vibrante puede escribirse, sencilla-
mente, como la ecuacion de ondas:
1 Ou(x,t)  O*u(w,t)

02 o2 Ox2 (7.50)

en donde v* = T/, se llama la velocidad de propagacion.

Es conveniente analizar esta ecuacién en el caso idealizado de una cuerda
infinta e incluir el efecto de las concidiciones de contorno aplicando el pricipio de
superposicion.
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Figura 7.6: Solucién tipica de la ecuacion de ondas

Es posible hallar la solucién general de (7.50) con el sencillo cambio de varia-

bles:
E=x—ut n=ux-+uvt
que reduce la ecuacion de la onda a:

0%*u

oo ’

cuya solucién general toma la forma:

u=F(&)+Gn) =F(x—vt)+G(x+vt) (7.51)

con F'y G funciones arbitrarias. La ecuacién (7.51) representa dos ondas que via-
jan hacia la derecha y hacia la izquierda respectivamente sin sufrir deformaciones
(Figura 7.6).

Las funciones arbitrarias F' y G pueden hallarse a partir de las condiciones
iniciales

u(z,0) = f(z) = F(x) + G(x)
u(z,0) = g(r) = v[-F'(z) + G'(z)]
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f(X)

Figura 7.7: Reflexién de una onda en un extremo fijo

Esta tultima ecuacién se integra inmediatemente, con el resultado:

—F(z)+G(z) = %/xg(:c)dx

con a un punto de referencia arbitrario sobre el eje x. Finalmente deducimos:

2G(z) = f(x) + % /mg(:c)d:c

Sustituyendo en (7.51) hallamos la solucion de d’Alembert :

1 1 x+vt
uet) =5 fa—vt)+ S+ [ gde (15
T—vt
Aunque la solucién de d’Alembert es valida para una cuerda infinita, puede
aprovecharse para resolver el problema de una cuerda finita. Comencemos consi-
derando el problema mas sencillo de una cuerda sujeta en un tinico extremo.
La condicién de contorno correspondiente al extremo z = 0 fijo serd u(0,¢) = 0

O sea:
vt

flon)+ f-on+ 2 [ gle)de

—vt
Esta condicion puede satisfacerse idénticamente prolongando las condiciones
iniciales f(z)y g(x) al semieje negativo como funciones impares (Figura 7.7). Esta
“cuerda imagen” carece de significado fisico, pero permite describir el movimiento
de una cuerda atada en un extremo como la superposicion de dos trenes de ondas
con velocidades opuestas y que tienen un nodo permamente en el extremo.
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Para la cuerda finita, es posible construir la solucién exigiendo que f(x) y g(z)
sean funciones impares y periddicas, de periodo 2L. Con esas condiciones iniciales,
el movimiento de la cuerda finita puede interpretarse como la superposicion de
dos trenes de onda que que viajan en direciones opuestas y que interfieren de
manera tal de formar nodos en los extremos de la cuerda.

7.3.2. Senales

Los modos normales de oscilacién de una cuerda infinita pueden hallarse de
la ecuacién de movimiento usando la sustitucién de d’Alembert:

Uk = Agetthe—wt) (7.53a)

en donde w
k=4+— (7.53b)
v

es el numero de onda y la cantidad
¢ = (kx — wt) (7.53¢)

se llama la fase de la onda.

Estos modos normales se llaman ondas monocromdaticas y constituyen una
base completa para describir cualquier onda que se propaga por la cuerda. En
particular, las ondas de duracién finita se llaman senales pues pueden usarse para
transmitir informacion.

La Figura 7.8 muestra una tipica senial en un sistema ondulatorio. Su amplitud
es variable: a partir de un cierto instante crece lentamente hasta un maximo y
luego decrece hasta anularse. En el lenguaje de radiocomunicaciones, la frecuencia
central se llama la portadora, sobre la que se imprime la modulacion. Las senales
suelen llamarse también paquetes de onda.

Consideremos una sefial que se mueve hacia la derecha’. Si llamamos u(z,t)
a la amplitud, podemos representarla con los modos normales de vibracion:

1 > -
u(z —vt) = E/ U(w)e'kz=wt gy, (7.54)

La cantidad U(w) se llama el espectro de amplitud de la senal y es en general
una cantidad compleja. La cantidad |U(w)|* se llama el espectro de potencia de
la senal y estd conectado con la energia de la senal. El espectro tipico de una
senal se muestra en la Figura 7.9: estd concentrado alrededor de la frecuencia de
la portadora wy. El intervalo Aw en que |U(w)|® # 0 se llama el ancho de banda
de la senal.

4Nos limitaremos a sefiales que se mueven en un sentido dado, ya que a ellas pertenecen los
ejemplos interesantes en las aplicaciones.
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Figura 7.8: Ejemplo de senal
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Figura 7.9: Espectro de frecuencias de una senal tipica
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7.3.3. Velocidades de propagacion

Un sistema fisico se llama dispersivo si la conexion entre el nimero de onda
y la frecuencia no es lineal. Por ejemplo, en la ecuacion del telegrafista (7.37) la
ecuacion de dispersion es:
vk = W 4 idw
En un medio dispersivo, ya no es cierto que una solucién de la ecuacién de
movimiento que se propaga hacia la derecha sea una funcion de x —vt. En general
tendremos:

1 o -
u(z,t) = \/—2_7T/ U(w)ek@e=tl gy, (7.55)

Al no se mas una funcion de = — vt el paquete de ondas se deforma: las
ondas monocromaticas de distintas frecuencias se adelantan o atrasan respecto
de la portadora y las relaciones de fase originales se alteran con el transcurso del
tiempo.

En el caso particular en que el ancho de banda es pequeno y k(w) varia
lentamente cerca de wy, es posible hacer un tratamiento general. En efecto, desa-
rrollando en serie el nimero de onda alrededor de la frecuencia portadora:

) = o+ (55 (=) +Oltw =’

)

1 o . o
u(x"t> = —27T/ U(w>e7,(l/vgft)(wfu.)0)el< /vf—t>w0

_ f(fl' o ,Ugt)eiko(z—vft)

y sustituyendo en (7.55) obtenemos la expresion:

u(x,t) = % / Z U(w) exp [z(kow — wot) + 1 ( %

que puede escribirse en la forma mas sencilla:

(7.56)

La representacion de la senal se ha factorizado: el segundo factor representa
sencillamente la onda portadora mientras que el primero es la modulacién de la
misma. En esta aproximacién, el paquete de ondas se propaga sin deformarse y
el inico efecto de la dispersion es que la portadora se propaga con una velocidad
diferente de la modulacién. La portadora se propaga con la velocidad de fase:

wo

mientras que la amplitud se propaga con la velocidad de grupo:

_dw

_ o 7.58
dk|,_., (7.58)

Vg

231



Cuando vy > v, las crestas y nodos de la portadora se adelantan a la amplitud
variable del paquete, pero de manera tal que esta ltima no se altere. En este
caso se trata de dispersion normal; en caso contrario, de dispersion anomala. Por
lo general, la energia del paquete de ondas estd conectada con |f(x — vgt)|2 y
por lo tanto, en las condiciones en que trabajamos, la velocidad de grupo es la
velocidad con la que se transporta energia.

Problemas 7.3

Problema 7.3.1.
Una cuerda infinita se excita de la manera siguiente:

1.
f(z) = upe 3
9(z) =0
2.
flz) =0
o={5 s
3.

f(a) = {UOO —llfe) z<a

0 r>a
Jw fx[<b
g(‘”)_{o 2] > b

Problema 7.3.2.
Calcular la energia total de una cuerda infinita en funcién de las condiciones

iniciales f(x) y g(z).

Problema 7.3.3.
Resolver el problema de una cuerda finita de longitud L, pulsada en el punto a,
usando la solucién de d’Alembert.

Problema 7.3.4.
Lo mismo, para una cuerda de piano golpeada en un intervalo de ancho Ax
centrado en el punto a.
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Problema 7.3.5.
Hallar el espectro de las siguientes senales:

1.
0 t<o0
w(0,8) =Quy 0<t<T
0 t > 1T,
2. u
0.) = —2
w(0,1) 1+ a?t?
3.
u(0,t) = upe MO(t)
4.

+2
u(0,t) = uge™ 272

Hallar también los correspondientes espectros de potencia.

Problema 7.3.6.
Calcular las ecuaciones de dispersion y las velocidades de propagacién para los
siguientes sistemas:

1. La ecuacién del telegrafista generalizada (7.48).
2. La ecuacién de la cuerda apoyada (7.49).

. Es dispersion normal?

7.4. La formulacién lagrangeana de la cuerda vi-
brante

Pasemos ahora a tratar la cuerda vibrante con la formulacién lagrangenana.
Se trata del sistema continuo més sencillo que puede tratarse con estos métodos
que, a su vez, permiten generalizar con sencillez a problemas mas complejos.

7.4.1. La densidad lagrangeana

Las energias cinética y potencial de la cuerda vibrante fueron calculadas ya
en la Seccién 7.2.1 (Ecs. (7.29)). Con ellas podemos calcular el lagrangeano de la
cuerda vibrante en la forma:

L= /OL [u (%)2 7 (%)1 du (7.59)
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La accién de la cuerda se obtiene, como siempre, integrando (7.59) entre los
instantes inicial y final:

t1 L 2 2
S = / dt/ " <@> 7 (@) iz (7.60)
to 0 at 81‘
y el principio de minima accén exige que la accién sea estacionaria ante una
variacién de la “trayectoria”. En este caso, la trayectoria se describe como una
curva en el espacio de Hilbert correspondiente al sistema (Seccién 7.2.3).
La técnica para construir las ecuaciones de movimiento es sistemas continuos

es sumamente general y es conveniente trabajar con un sistema fisico general,
descripto por la accién:

t1
S:/ dt/d3:1:£(r,t) (7.61)
to 1%

en donde L se llama la densidad lagrangeana del sistema. En el caso de la cuerda

vibrante: ) )
(%) -7(5) ]5<y>6<z>

Para llevar a cabo la variacién, debemos hacer alguna hipotesis sobre la es-
tructura de la densidad lagrangeana. Supondremos que £ es una funcién de un
campo ¢ y de sus derivadas espaciales 0;¢ y temporales 0,¢:

E:

L= L(¢,0:0,010) (7.62)

Si esto se cumple, £ depende de las coordenadas y el tiempo sélo a través de el
campo ¢ y sus derivadas. En el caso de la cuerda vibrante, ¢(z,t) = u(z,t).
Hagamos ahora una variacién del campo d¢(r, t), bajo la cual la accién variaréa:

[ (0L oL oL
5= [ [ (aqs 0t 500 % B(0) W) (763)

En los dos tltimos términos de (7.63) podemos “conmutar” la variacién con
la derivada:

00 = 0;0¢
5@925 - atcsgb

y es necesario después integrar por partes para eliminar las derivadas parciales. En
la derivada temporal esto se hace de inmediato, imponiendo que las variaciones
se anulan en el instante inicial y final:

do(r,0) = dp(r,t) =0 (7.64)
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Para las derivadas espaciales, esto es apenas mas complicado. Usando la iden-
tidad vectorial:
V- (Ap) = (V- (A)p+A- (Vo) (7.65)

vélida para un vector A y un escalar ¢ cualesquiera, podemos reescribir (7.63)
en la forma:

I 2 TR VN V.
o ‘/o dt/vd g (aas % 50) %@@) %

t s o (0L )
+/0 dt/vda:& (a(aiqﬁ)éd)

El dltimo término de (7.66) es una divergencia y puede transformarse en una
integral de superficie usando el teorema de Gauss:

/V 320, (%w) = /E do; (%&p) (7.67)

y esta iltima se anula si se imponen condiciones de contorno adecuadas al campo
0¢. Por ejemplo, la condicion de contorno de Dirichlet:

(7.66)

d¢ |x=0

garantiza que este término se anule.
Finalmente, exigiendo que se anule la accion 6S = 0, hallamos las ecuaciones
de Euler-Lagange para un campo:

oL oL oL
g — 9=
oo 9(0:0) 9(0,9)

Aplicadas a la cuerda vibrante, la ecuacién (7.68) se reduce a la ecuacién de
movimiento (7.27).

En nuestro analisis del principio de minima accién, hemos considerado tni-
camente el caso de un campo escalar. En realidad, no hay ninguna dificultad
para aplicarlo a objetos més complicados, como campos vectoriales o cantidades
complejas.

=0 (7.68)

7.4.2. Simetrias y leyes de conservacion

El teorema de Noether, que conecta simetrias con leyes de conservacion en
sistemas lagrangeanos, adquiere toda su importancia en sistemas continuos. Esto
se debe, fundamentalmente, a que los sisemas continuos tienen una variedad de
simetrias mucho maés rica que los sistemas de particulas. Como un ejemplo de las
simetrias existentes en sistemas continuos, sin contraparte en sistemas discretos,
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examinemos la invarianza de medida. Sea ¢(r.t) un campo escalar complejo, cuya
accion se escribe:

t1 1
Sg = / dt/ d*z L—2¢¢* — VoV — 2pp* (7.69)
to \%

Este campo goza de una simetria sin analogia en sistemas de particulas. Si se
hace la transformacion global de medida:

@ = e%p (7.70)

la accion queda invariante. Este es un ejemplo muy sencillo de simetria dindmica
(o también simetria oculta) del sistema.

Vamos a demostrar ahora una versién muy general del teorema de Noether:
si la accién de un sistema continuo es invariante bajo una transformacion de
simetria, existen cantidades conservadas asociadas a dicha simetria.

Entre las transformaciones de simetria, estan aquellas generadas por invarian-
zas bajo transformaciones de coordenadas y tiempo:

r=r+0pAr+0oVi+a=r+or (7.71a)
t' =1+t (7.71b)

Una transformacién de simetria del campo tendrd una forma méas general,
que incluye el efecto de las transformaciones geométricas (7.71) y las simetrias
internas:

(' 1) = o(r 1) + Qo(r,t) = ¢ + 0y (7.72)
en donde €2 es un operador que depende del campo y de la transformacién. Por
ejemplo, en el caso de una traslacién de pardmetro a y de una transformacion de
medida:

O(r+a,t)=p(t)+a- Vo +iap (7.73a)
Q=a-V+in (7.73b)
A lo largo de la demostracién, los términos de superficie juegan un papel

fundamental. Su manejo, sin embargo, es pesado y para aligerarlo, escribamos la
accién del campo en la forma:

S = / dt / Bl = / O(r, t) Ldtd*s (7.74)
At |4

en donde la ltima integral se extiende a todo el espacio. La cantidad ©(r,t) es
la funcion caracteristica de la regiéon de integracion:

| teA
@(r,t):{ tedtyreV (7.75)

0 en caso contrario.
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En lugar de trabajar con la funcién caracteristica se puede introducir cualquier
funcién que tienda a cero suavemente en el infinito y en lagin lugar conveniente
del céculo hacerla tender a (7.75).

Bajo las transformaciones indicadas, la variacién de la accién (7.74) sera:

58 = / [06L + £56)] dtd®x

= /dtd?’x [@ (g—i + %5@#) + Eém“@,“} (7.76)
y

En esta ecuacion hemos introducido la notacion de Einstein para las derivadas
parciales:

_ 9y
(pﬂ - 0351

y las abreviaturas:

01,0, = 525% +4rve

y similares.
Exijamos ahora que se satisfagan las ecuaciones de movimiento

% _ oL
Oy m 0p
Entonces:
oL oL oL oL
— + —0p , = <8 —) + 09
Do Dp, " Mop,) T 0p,
oL )
= J,——0 7.77
1 ( Hagpdi 90 ( )

Integrando por partes el dltimo término de (7.76), encontramos para la varia-
cion de la accion:

0S = /dtd%@@u [(% (E) dp — ﬁému] (7.78)
0p

Ahora bien, si hay una simetria la variacién §S debe anularse cualquiera sea
la region de integracion y por lo tanto:

oo (25 ) 232 = -

e

La cantidad entre corchetes se llama una tetracorriente conservada® y las

5El lector habra adivinado, a estas horas, que el autor estd haciendo trampa: La notacion te-
tradimensional que estamos usando es aqui un recurso auxiliar para simplificar la demostracion.
El teormea de Noether adquiere toda su simplicidad y generalidad en un contexto relativista,
donde la notacién adquire el valor de dlgebra tensorial en el espacio de Minkowski.
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cantidades “temporal” y “espacial”:

P = g—gégo — Lot (7.80a)
. oC
jo = mégp — Lér (7.80b)

se llaman la densidad de carga y densidad de corriente conservadas®. Con ellas,
la ley de conservacion toma la forma:

) o
E_FV.JQ_O (781)

Para demostrar que (7.81) representa una ley de conservacién, integremos
miembro a miembro dicha ecuacion:

/d3x%+/d3xv.jQ:0
1% at 1%

e introduzcamos la carga conservada:

Q—/Vd?’pr (7.82)

En el segundo miembro apliquemos el teorema de Gauss:

/d%v jo = / do -jo = Jo (7.83)
14 Y

en donde Jg es el flujo de () a tavés de la superficie ¥ de V. Asi obtenemos la
forma integral de la ley de conservacion:

iQ
— == (7.84)

Examinemos algunos ejemplos importantes de leyes de conservacion:

Energia: La invarianza bajo traslaciones temporales proporciona la ley de con-
servacion de la energia. La densidad conservada es, en este caso la densidad
de energia:

oL
e = ata—(p —C (7.85)

SEstas cantidades contienen el pardmetro infinitesimal del grupo de Lie. Las densidades
finitas lo eiminan.
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Impulso: La invarianza bajo traslaciones infinitesimales proporciona la canti-
dad:

T-a= x Vo —1L| -a (7.86a)

oV

en donde T se llama el tensor de impulso del sistema. Las correspondientes
densidades de carga conservadas estan dadas por:

Toa= a—stgo -a (7.86D)

Carga eléctrica: La invarianza bajo transformaciones de medida proporciona
las cantidades conservadas:

pQ = ¢'p (7.87a)
Jo =1i(pVy" — ¢ Vo) (7.87Db)
que son proporcionales a las densidades de carga y de corriente eléctrica. La

similitud de esta cantidad con la corriente de probabilidad de la ecuacion
de Schrodinger no es una coincidencia: ambas tienen el mismo origen.

Problemas 7.4

Problema 7.4.1.
Hallar el lagrangeano para la ecuacion de la onda en tres dimensiones.

Problema 7.4.2.
Deducir las ecuaciones de Euler para un fluido ideal incompresible:

dv

il -0

pdt+Vp
V-v=0

en donde v es la velocidad de un elemento del fluido, p su densidad constante y
p la presién. La condicién de incompresiblilidad actia como un viculo holonomo
sobre las variaciones:

V.-ér=0
. Qué significado tiene el multiplicador de Lagrange?

Problema 7.4.3.
Determinar las corrientes de impulso y energia para la cuerda vibrante.

Problema 7.4.4.
Sea e la densidad de energia y j. la correspondiente densidad de corriente. Se
denomina velocidad de transporte de energia a la cantidad:

_ Je

- (7.88)

Ve

Probar que coincide, en condiciones adecuadas, con la velocidad de grupo.
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7.5. Cuerdas inhomogéneas

El formalismo lagrangeano permite planear con sencillez algunos problemas
bastante complicados. En esta seccion, como ejemplo de su uso, vamos a examinar
el comportamiento de cuerdas con tensién y densidad variables.

7.5.1. Tensién y densidad variables

Como ejemplo de la aplicacién del método lagrangeano a sistemas continuos,
examinemos el caso de cuerdas con tension o densidad variables. En ese caso, la
densidad lagrangeana de la cuerda tomara la forma:

L— % [m, ) (%)2 () <%>2] (7.89)

en donde hemos eliminado las referencias a las otras coordenadas. La ecuacion
de movimiento que se obtiene de este lagrangeano es:

I 2 = 2 (1@ 2" (7.90)
i (0% ) = 55 (re0;)

y es, obviamente, mucho més complicada que la ecuacién de las ondas (7.50). La
ecuacion puede simplificarse en el caso en que los parametros no dependen del
tiempo:

u(x)g% = % (T(x,t)%) (7.91)

cuya solucién puede buscarse con la sustitucién de d’Alembert y el principio de
supersosicion. La ecuacion espacial conduce, por lo general, a funciones especiales.

Pueden hallarse, sin embargo, soluciones en términos de funciones elementales
cuando la densidad de la cuerda es seccionalmente constante; es decir, cuando
esta formada por trozos de distintas cuerdas pegados entre si. Por ejemplo, cuando
hay dos cuerdas unidas en el origen:

pu(z) = peO(—x) + 111O0(x) (7.92)

Integrando la ecuacion de movimiento en el entorno de x = 0, hallamos la
condicion de union en el origen:

Ju(xr — €,t) _ Ou(z +¢,1) (7.93)
8‘7: =0 a 8x =0 .
que unida a la condicion de continuidad:
u(—e, t) = ule, t) (7.93b)
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permiten hallar la solucién general del problema como la uniéon de soluciones
seccionales.

Otro caso particular interesante es el de la cuerda cargada: una cuerda en la
que hay masas insertadas a la misma. El problema se reduce al de una cuerda
con densidad inhomogénea de la forma:

() = po + Z m;6(z — ;)

Supongamos, por sencillez, que la cuerda estd cargada ’solo en el origen con
una particula de masa M. La ecuacion de movimiento toma la forma:

0%u 0%u
Mé(z)|=— =T—
[:U’O + <I>] ot2? ox2
Integrando en el entorno del origen, hallamos la “condicién de uniéon” entre los
dos segmentos de cuerda:

WD [(2H00) (200 | g

que junto con la condicién de continuidad:
u(—e,t) = ule, t) (7.94Db)

desciben completamente el problema.

7.5.2. Los modos normales

Examinemos en general los modos normales de oscilacion de una cuerda in-
homogénea. Realizando una sustitucion de d’Alembert, hallamos la ecuacion es-
pacial de la cuerda inhomogénea:

d du(z)
dx {T(I) dx

} + w?p(x)u(r) =0 (7.95)

Las soluciones de esta ecuacién, con las condiciones de contorno adecuadas,
son los modos normales de la cuerda inhomogénea. Mostraremos que, en condicio-
nes muy generales, las soluciones de (7.95) satisfacen relaciones de ortogonalidad.
Para hacerlo, consideremos dos soluciones de la ecuacién, uy y us, que satisfa-
cen condiciones de contorno adecuadas en los extremos de la cuerda a y b, con
distintas frecuencias propias wy y ws:

d duy(z) 9 B
@™ oo =0 (7.964)
T |T@™2 ) atptarunte) o (7.96D)



Multipliquemos la primera de las ecuaciones (7.96) por us(z), la segunda por
uyi(z) y restemos:

(o) [ 282 -0y L [y )

(wi — wi)p(@)ur()ua(z) (7.97)

El primer miembro de esta ecuaciéon puede escribirse:

uz(w)j—x {T(x)dz;a(f)] —ul(a:)j—x {T@;)M} _

dz
d duy(x)
@{UQ(Z’)T(Z’) T —uy ()T (x) e

Sustituyendo en (7.97) e integrando hallamos:

)7 o |

(W2 — ) / o) (2)us(x)dz (7.98)

Ahora bien, si las condiciones de contorno en los extremos de la cuerda son
adecuadas, el primer miembro se anula idénticamente. Ejemplos de estas condi-
ciones de contorno son:

u(a) =0 Extremos sujetos (7.99a)

d

d—“ ~0 Extremos libres (7.99b)
Z a

Hallamos asi la condicion de ortogonalidad:

b
/ p(x)uy (z)ug(z)de =0

Los modos propios de oscilacién de una cuerda inhomogénea son ortogonales con
respecto de la funcién de masa p(z). Si normalizamos adecuadamente los modos
normales, hallamos:

/ p(x)ug(z)ug(z)dr = dap (7.100)

que generaliza la condicién (6.23) para sistemas de particulas.
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Figura 7.10: Dos cuerdas unidas en el origen

7.5.3. Reflexion y transmisiéon de ondas

Propongamonos estudiar el siguiente problema: a lo largo de un par de cuerdas
unidas en el origen, con densidad (7.92), viaja inicialmente una perturbacién
desde x = —oo hacia la derecha. Cuando la perturbacién llegue al origen, una
parte TE, de la energia serd transmitida a la segunda cuerda y la otra RE, =
(1 — T)Ep serd reflejada. Se trata de hallar los coeficientes de reflexiéon R y de
transmision T del sistema.

Bastara con estudiar ondas monocromaticas. Sean:

up = Apelthor=b (7.101a)
up = Ape ‘koztet) (7.101b)
up = Apelkre=et) (7.101c)

que se llaman las ondas incidente, reflejada y transmitida, respectivamente. En

estas ecuaciones:
Ho w
ko = — = — 7.102
0= W/ T w ( a)

U1 w
k1= — =— .102b
1 w T o (7 0 )

Las ondas monocromaticas (7.101) deben satisfacer las condiciones de unién
(7.93) y esto conduce a las ecuaciones:

A+ Ar=Ar
]{?0 (A[ — AR) = k?lAT

que permiten determinar las amplitudes de las ondas reflejada y transmitida en
funcién de la amplitud incidente:

2%ko
Ar — A 7.103
T otk ! (7.103a)
ko — Ky
- A 7.103b
B o+ kT ( )
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Las soluciones seccionales que hemos hallado son modos normales de la cuerda
compuesta, con las condicion de contorno “onda incidente desde la izquierda” u
“onda saliente hacia la derecha”. Cualquier solucién més complicada con las mis-
mas condiciones de contorno puede hallarse como supersposicion de los mismos.

Para estudiar la distribucién de energia, definimos la densidad de energia de
la cuerda en la forma:

e(z,t) = % [u(:c) <%>2 LT <Z—Z)2] (7.104)

La energia promediada en el tiempo de una onda monocromatica resulta ser:

e=T|A] K
Definimos los coeficientes de transmisién y reflexién en la forma:
ER |AR|
R=—=—+ 7.105a
. | A ( )
== = 7.105b
or TR IA (TA09D)

y obtenemos para nuestro caso:

G ( \/D (7.106a)
o

(ko+k1) ( )2

4, [m
Aoky - (7.106b)

~ (ot k)? (1+\/%>2

Los coeficientes R y T dependen tnicamnte del cociente de densidades de
ambas cuerdas Examinemos dos casos particulares:

1. Silasegunda cuerda tiene densidad infinita, se comportard como un soporte
rigido; k1 — oo y obtenemos:

T=0 R=1
Ar =0 Ap=—A;

que es el caso de reflexién que ya estudiamos.

2. Sila segunda cuerda no existe, u; = 0,k = 0 y obtenemos:

Ar =0 Ar = Arp

que son las condiciones de contorno para una cuerda con un extremo libre.

La Figura 7.11 muestra el coeficiente de transmisién en funcién de x = #1/y,
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Figura 7.11: Coeficiente de transmisiéon T en funcién de x = #1/p,.

7.5.4. Resonancia

Como un segundo problema interesante en una cuerda inhomogénea, consi-
deremos una cuerda infinita cargada en el origen con una masa M, unida a un
resorte de constante de restitucion K Figura 7.12. El sistema debe satisfacer la
ecuacion de la cuerda vibrante fuera del origen, con las condiciones de unién:

u(—e, t) = ule, t) (7.107a)
d? u(0,1) o [Oule,t)  Oule,t)
MEZ22 4 Ku(0.4) = T | =2 — 228 (7.107h)

Determinemos, en primer lugar, los coeficientes de reflexion y transmision del
sistema. Las ondas incidente, reflejada y transmitida (7.101) deben satisfacer las
condiciones de unién (7.107). Sustituyendo, hallamos:

A[ + AR = AT (7108&)
M(wg — w2)AT = —i/\w(A[ - AR - AT) (7108b)
en donde hemos introducido las abreviaturas:
K
wy = i (7.109a)
A= %v (7.109b)
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Figura 7.12: Cuerda cargada con un oscilador armoénico

De estas ecuaciones deducimos facilmente:
21 \w
w2 + 2idw — W3
2 2
w2 + 2i w — w3

T

(7.110a)

Ap (7.110b)

Estas amplitudes son complejas e introducen factores de fase en las ondas
transmitidas y reflejadas. Los coeficientes de transmision y reflexién, por otra
parte, son los médulos cuadrados de las amplitudes:

(s — P
R = 11
(w2 — w?)? + 4X\2w? (7 2)
4 2,2
T= Aw (7.111b)

(W3 — w?)? + 4X\2w?

Cuando la frecuencia de la onda incidente coincide con la del oscilador, el
sistema entra en resonancia: toda la energia incidente es transmitida y el oscilador
se halla en fase con la onda incidente. Fuera de la resonancia, en cambio, la mayor
parte de la energia se refleja (Figura 7.13).

Las figuras muestran un gran parecido al comportamiento de la amplitud
estacionaria de un oscilador forzado con disipacion, aunque el sistema presente es
lagrangeano. De hecho, es facil ver que la cuerda proporciona un mecanismo de
sisipacion apra el oscilador. En efecto, consideremos otra vez el sistema, pero con
la condicion de onda saliente A; = 0. En este caso, la primera ecuacién (7.108)
es trivial, mientras que la segunda proporciona una ecuacién para determinar la
frecuencia de la sustitucion de d’Alembert:

W+ 2w —wig =0 (7.112)

que corresponde a la frecuencia propia del oscilador atado a la cuerda. Las solu-
ciones de esta ecuacién son complejas, con parte imaginaria ¢\ y representan el

246



T
line 1
line 2 ----——-—- .
08 | 4
0.6 - -
o //
<
0.4 -
0.2 b
0 1 1
0 15 2 25

Figura 7.13: Coeficientes de transmisién y reflexién para una cuerda cargada con
un oscilador

amortiguamiento del oscilador por emision de ondas salientes en la cuerda. De
esta manera, el problema estudiado en esta seccion constituye un modelo sencillo
del mecanismo de disipacion.

Problemas 7.5

Problema 7.5.1 (Cuerda colgada).
Una cuerda uniforme de longitud L cuelga del techo bajo la accién de su propio
peso.

1. Hallar la tension en cualquier punto de la cuerda.

2. Hallar la ecuacion de movimiento de la cuerda y separar variables con una
sustitucién de d’Alembert.

3. Determinar las condiciones de contorno en los extremos.

4. Mediante un cambio de variables adecuado reducir la ecuacién diferencial
en = a la de Bessel de orden cero:

d?>y  1dy
-4y -0
d z? +xd:c+y
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5. Determinar los primeros modos de oscilacion de la cuerda.

Problema 7.5.2.

Un extremo de una cuerda uniforme de longitud L estd unida a una barra vertical
que gira con velocidad angular €2y. Se desprecia el efecto de la gravedad sobre la
cuerda.

1. Proceder como en el Problema 7.5.1 para determinar la ecuacion diferencial
de la cuerda y sus condiciones de contorno.

2. Mediante un cambio de variables adecuado reducirla a la ecuacion de Le-
gendre:
d’y dy
1—2)—2 — 20>+ v+ 1)y =0
(1— 2354~ 205 v+ 1)y
3. Determinar el parametro v de modo que la solucién satisfaga las condiciones
de contorno.

Problema 7.5.3.
Una cuerda sometida a una tensién uniforme 7"y con densidad variable p = poi—z
estd tendida entre los puntos a y b, fija a los mismos.

1. Hallar la ecuacion diferencial espacial para la cuerda.
2. Usar la sustitucién u = z® para resolverla.

3. Hallar los primeros modos normales de oscilacion y sus correspondientes
frecuencias.

Problema 7.5.4.

Una cuerda uniforme de longitud L, atada en sus extremos, se carga con una
masa M en el punto medio. Determinar las frecuencias propias de oscilacion de
la cuerda.

Problema 7.5.5.

Un segmento de cuerda de longitud L y densidad p se encuetra atado en sus
extremos a sendas cuerdas semiinfinitas de densidad pp; todo sometido a una
tensién T'. Hallar los coeficientes de transmision y reflexion del sistema.

Problema 7.5.6.
Una cuerda infinita esta cargada con una masa M situada en el origen. Hallar
los coeficientes de transmision y reflexion del sistema.

Problema 7.5.7.
En el Problema 7.5.6, la masa M se une a un resorte de coeficiente de restitucion
k. Hallar los coeficientes de reflexion y transmision del sistema.

Problema 7.5.8.

La masa del Problema 7.5.7 se aparta inicialmente de su posicién de equilibrio,
con la cuerda en reposo. Probar que el movimiento del resorte se amortigua
exponencialmente con el tiempo.
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Capitulo 8

La formulacion hamiltoniana

La formulacién lagrangeana de la mecénica (Capitulo 4) posee la importante
propiedad de ser covariante bajo transformaciones generales de coordenadas: las
ecuaciones de Lagrange conservan su forma bajo dichas transformaciones. El uso
de coordenadas generalizadas ¢; la pone de manifiesto en forma explicita. Sin
embargo, esta generalidad no es suficiente para muchas aplicaciones: la imposi-
bilidad de interpretar geométricamente la transformaciéon lineal que resuelve el
problema de oscilaciones alrededor de un movimiento estacionario (Seccién 6.3)
es un sintoma.

Los impulsos generalizados desempenan un papel importante en la Mecénica:
para cada simetria de un sistema mecanico existe un impulso generalizado que
se conserva. Estas leyes de conservacioon, a su vez, simplifican la formulacion
de problemas mecénicos. Este importante papel de los impulsos, junto con la
conveniencia de generalizar las tranformaciones generales de coordenadas, sugie-
ren una formulacién que trate coordenadas e impulsos en forma equivalente: la
formulacion hamiltoniana.

8.1. Las ecuaciones de Hamilton

El desarrollo de ecuaciones de movimiento simétricas en coordenadas e im-
pulsos generalizados, exige la introduccién de algunas herramientas matematicas
particulares: las transformaciones de Leendre y el espacio de las fases.

8.1.1. Transformaciones de Legendre

Las velocidades generalizadas ¢; y los impulsos generalizados p; forman un
conjunto redundante de variables y es necesario eliminar unas en funcién de las
otras. Para hacerlo, examinemos la interpretacion geométrica de los impulsos
generalizados.
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arctanp

—H(p)

Figura 8.1: Esquema de la transformacion de legendre en 1 dimension

Examinemos primero el caso de un grado de libertad. Como (Seccién 4.2.3)
los impulsos generalizados se definen por la ecuacién (4.52):
oL
94

Di

el impulso generalizado es la pendiente del lagrangeano como funcién de la ve-
locidad generalizada ¢ (Figura 8.1). La recta tangente a la curva en un punto
(4o, L(qo)) tiene la ecuacion:

L — L(go) = p(q — qo)

y por lo tanto, la ordenada al origen de la recta tangente no es otra cosa que
menos el hamiltoniano:

H(p) = pgo — L(4o) (8.1)
La idea de la formulacién hamiltoniana es describir la curva (¢, L(¢)) como la
envolvente de un haz de rectas tangentes a la misma, y este haz queda comple-

tamente determinado si se conoce la ordenada al origen —H (p) para cada p. Es
facil probar, en este caso, que el hamiltoniano es sélo funcién de p:

. . dL ...
dH:dpq+pdq—d—qdq:qdp

La sencilla transformacién que acabamos de analizar es un ejemplo de una
transformacion de Legendre. Dada una funcién de n variables z;, f(x1,...,z,),
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definimos las variables conjugadas como:

_9f
Xi= g (8.2)

La funcion:

F(Xy,... . Xp) = flar,..m) — Y Xz (8.3)
=1

es la transformada de Legendre de f y se demuestra con sencillez que es sélo
funcién de las variables conjugadas. En realidad, no es necesario transformar
todas las variables: la transformacion de Legendre

G(Xl,l'g, e ,.Z'n) = f(ﬂfl, e ,.I'n) — Xlxl

construye una nueva funcién que reemplaza a la variable x; por la Xj.
Es interesante estudiar el significado geométrico de la transformacion de Le-
gendre. El hiperplano tangente a la funcién f(z1,...,z,) en el punto x§°), e ,x%o)

estd definido por la ecuacion

Z Zi&i = &ni1 (8.4a)
i=1
en donde

&= (z;, — ) = = fa(2'?) (8.4b)

J

Es un espacio vectorial de dimension n, que se llama el espacio tangente Er a la
funcion.

Las cantidades =;, en general, se llaman las coordenadas plickerianas del
hiperplano tangente!. El conjunto de las coordenadas pliickerianas forman otro
espacio vectorial de la misma dimension, llamado el espacio dual E}.. Obviamen-
te, £} es el espacio de todas las funcionales lineales, que a cada vector de Ep
le asignan un numero real y cualquier funcional lineal puede escribirse como un
producto escalar. El vector (més precisamente, el covector) E pertenece al es-
pacio dual del espacio tangente que recibe (jobviamente!) el nombre de espacio
cotangente. La transformacién de Legendre, en fin, reemplaza las coordenadas x;
de la funcién por las coordenadas del espacio cotangente.

Las transformaciones de Legendre juegan un papel importante no sélo en
mecanica sino también en termostatica. Por ejemplo, la definciéon de la entalpia
libre de una sustancia:

FV,T)=U(V,S) =TS +pV

es una transformacién de Legendre entre el espacio (V,S) de magnitudes exten-
sivas y el cotangente (p,T) de magnitudes intensivas.

IEstrictamente, las = son proporcionales a las coordenadas pliickerianas, ya que éstas se
definen normalizando el término independiente de la ecuacién (8.4) a la unidad

251



8.1.2. Ecuaciones de Hamilton

Examinemos la estructura del hamiltoniano de algin sistema dinamico:

f
H(gi,pist) = sz‘qz‘ — L(qi, 4, 1) (8.5)
=1

Esta expresion es, a menos de un signo, una transformacién de Legendre que
conecta el espacio de configuraciéon tangente con el correspondiente espacio co-
tangente. Diferenciando (8.5):

oL oL & 0L
dH =" piddi + ¢ dpi — - ddi — 5 dg;— dt
(pZ q’b + ql p’b aql ql aql QZ at )

(2

Si ahora usamos la defincién de impulso generalizado (4.52) y las ecuaciones
de Lagrange, la expresion anterior se transforma en:

f

. ) oL
dH = Z (¢; dp; — pi dq;) — B dt (8.6)
i=1
que prueba que H es realmente funcién de (¢, p).
Como por otra parte debe cumplirse:
f
OH OH OH

dH = —dq; + — dp; —dt 8.7
Z((?qqur@pi p)+5t e

i=1

deducimos comparando (8.7) con (8.6) las ecuaciones de Hamilton o también
ecuaciones canonicas:

) OH

q; = Opi (8.8a)
OH

y— .8b

que son un conjunto de 2f ecuaciones diferenciales de primer orden, con 2f
incoégnitas ¢;(t) y p;(t). Las variables conjugadas en las ecuaciones (8.8) se llaman
conjugadas canonicas.

También deducimos que:
oH 0L

ot ot
y esta ecuacion estd conectada con la conservacién de la energia. En efecto, la
variacién temporal del hamiltoniano pude hallarse de (8.7) insertando (8.8):

i _on
dt Ot

(8.9)

(8.10)
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y si el lagrangeano no depende explicitamente del tiempo, esta ecuacién implica
la conservacion de la energia.

Es posible deducir las ecuaciones de Hamilton del principio de minima accién.
Para ello, sustituyamos el lagrangeano L por su expresion:

5/:1 (Zpiq'i —H) dt (8.11)

Para llevar a cabo la variacion, exigiremos que la trayectoria pase por los
puntos inical y final, lo que implica las condiciones de contorno:

6qi(to) = 0gi(t1) =0
pero no se impone ninguna condicién sobre los impulsos. Aplicando las variaciones
hallamos: . - .
1
/ Z [5pi6]i + pidg; — B 0q;i — B 5]91}
to i qi Di

Integrando por partes el segundo término hallamos:

/: Z {5}% (% - Z_Z) — 8g; <pi + gZ)} (8.12)

y como las variaciones dp; y d¢; son independientes, hallamos otra vez (8.8).

Es posible escribir las ecuaciones canénicas en forma muy compacta si se cam-
bia ligeramente la notacién. Introduzcamos el vector de estado &, de dimension
2f, con componentes:

fk:q}c kzl?af

y la matriz fundamental J, con elementos:

1 1+ f=7
Jij =0ivpj —Oijrr=q—-1 i=j+f (8.14)
0 los demas

Las ecuaciones canénicas toman la forma muy compacta:

; oOH
== 8.15
£=1% (8.15)
Esta elegante formulacion adquirira relevancia en la geometria del espacio de
las fases.
De nuestra deduccién se deduce que las ecuaciones de Hamilton son equiva-
lentes a las ecuaciones de Lagrange. Sin embargo, esta afirmacién debe tomarse
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con algo de sal. Las ecuaciones de Hamilton (8.8) requieren que el hamiltoniano
esté expresado explicitamente en funcion de los impulsos generalizados p;. Esto
requiere que las ecuaciones

p, = e 6Y)

Z 9q;

puedan invertirse para expresar las velocidades generalizadas ¢; como funcién de
los impulsos. Por el teorema de la funcién implicita, la candicién para que esto
sea posible es que la matriz jacobiana:

(8.16)

8pi 62L
Jii = = ——— 8.17
! aqj 3%‘3%‘ ( )

sea invertible. Cuando el determinante de la matriz jacobiana se anula, el lagran-
geano se llama singular y como los impulsos no son funcionalmente independien-
tes, existen vinculos entre coordenadas e impulsos de la forma:

fala,p) =0

En estos casos, es posible desarrollar la teoria hamiltoniana, a costa de un
esfuerzo considerable. Sin embargo, este esfuerzo es necesario pues la mecéanica
hamiltonana es andloga a la mecédnica cudntica (Véase Seccién 8.5).

8.1.3. El espacio de las fases

Las ecuaciones (8.15) sugieren una interpretacion geométrica muy interesante:
el punto representativo del sistema dinamico, descripto por el vector £ se mueve
en un espacio de 2f dimensiones, cuyos puntos representan sus posibles estados.
Este espacio se llama el espacio de fases del sistema, y generaliza la nocion del
espacio de estados que se introdujo en la Seccion 2.3.

Consideremos, por ejemplo, el espacio de las fases para un oscilador armoénico,

con hamiltoniano:
LA N 8.18
H=—+—- )
5 T 5med (8.18)

Este espacio es, naturalmente, bidimensional. La conservacion de la energia res-
tringe la trayectoria del sistema a la superficie de energia:

2
p 1 2 2

F=— 4=
2m—|—2qu

que es una elipse de semiejes (Figura 8.2):

2K

mw?
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Figura 8.2: Espacio de fases de un oscilador armonico. El plano X, P es el espacio
de fase mientras que la elipse representa la superficie de energia

El punto representativo del sistema se mueve con velocidad angular constante

sobre la trayectoria:
2F
T =/ Wsen(wt—i— ®)
p = V2mE cos(wt + ¢)

y de este modo hemos hallado una descripciéon puramente geométrica del movi-
miento.

Consideraciones analogas vanen para el movimiento unidimensional en ge-
neral: la ley de conservacion de la energia determina la trayectoria fasica, que
serd una curva cerrada si el movimiento es finito o abierta si no esta acotado.

En general, para cualquier sistema hamiltoniano, la ley de conservacién (8.10)
restringe el movimiento del punto fasico a la hipersuperficie:

H(q,p) = FE

Otras leyes de conservacion, tal como la del impulso angular, introducen restric-
ciones adicionales, que pueden ayudar a visualizar el comportamiento del sistema.
Por ejemplo, el espacio de las fases del movimiento central en el plano es tetradi-
mensional (p,, L, 7, ¢), pero la ley de conservacién del impulso angular fuerza al
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Figura 8.3: Espacio de fases reducido para el movimiento central. El movimiento
se realiza sobre un toro correspondiente a la superficie de energia.

sistema a moverse en una variedad tridimensional I = Cte. Mas atn, la conser-
vacion de la energia restringe el movimiento a la superficie bidimensional H = F/|

en donde: )

2mr?
Como ¢ es una variable ciclica, esta superficie esta superficie es un toro centrado
en el origen (Figura 8.3).

La trayectoria de un punto fasico yace sobre esta superficie. Si la particula
estd ligada, la trayectoria fasica es una hélice que se enrosca en el toro. Veremos
mas adelante, que este resultado se generaliza a sistemas integrables.

Esta representacién geométrica tiene varias ventajas: propiedades generales
del movimiento se traducen en propiedades geométricas de la trayectoria fasica.
En particular, la trayectoria de un sistema en el espacio de las fase no puede
cortarse a si misma. En efecto, cada punto del espacio de las fases representa
completamente el estado del sistema y determina una tnica trayectoria posterior.
La trayectoria, pues, no pude cortarse a si misma, aunque puede arrollarse en
forma muy compacta.

p?
2m

H =

+V(r)+

(8.19)

8.1.4. Mapas

La representacion visual del espacio de las fases cuando no existe una ley
de conservacion es mucho mas compleja. Una posibilidad es proyectar el espacio
tetradimensional sobre distintos planos tridimensionales. Otra posibilidad, mucho
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mas interesante, es utilizar mapas para obtener “fotografias” del movimiento en
instantes seleccionados. El mapa estroboscopico, que ya hemos visto en la Seccion
2.5.1, es una de las posibilidades. De hecho, las figuras 2.14 y 2.15 muestran
imagenes del espacio de las fases de sistemas hamiltonianos unidimensionales
conservativo y forzados respectivamente.

Es posible generalizar la idea del mapa estroboscépico (Seccién 2.5.1) a los sis-
temas hamiltonianos. Esta generalizcion, que proporciona una descripcion precisa
del sistema, se conoce como el mapa de Poincaré.

Consideremos el movimiento de un sistema con f = 2. Elijamos un aconteci-
miento particular: por ejemplo, que la coordenada ¢; = 0, cuando sgp; > 0. En
estas condiciones, los valores de py y ¢2 determinan un punto en el plano (gz, ps
que representa completamente el estado del sistema. En efecto, con la eleccion
arbitraria:

¢ =0
sgp1 >0
H<p1707p27QZ) =F

De esta tltima ecuacién se puede despejar un valor tinico valor de p;, usando
la condicién sobre su signo. De este modo, hemos comprobado que el mapa de
Poincaré representa “fotografias” completas del estado del sistema a intervalos
irregulares At;.

Se presentan tres casos interesantes:

1. El punto se repite al cabo de un intrevalo T: en este caso, se trata de una
orbita periodica de periodo T

2. Las posiciones sucesivas del punto llenan poco a poco una curva cerrada.
En ese caso, se trata de una orbita cuasiperiodica y la curva es la seccion
de un toro por el plano (g1, p1).

3. Las posiciones sucesivas del punto llenan un area mas o menos difusa del
plano (g2, p2). Se trata de una orbita cadtica que cruza repetidamente el
plano.

Problemas 8.1

Problema 8.1.1.
Hallar el hamiltoniano de los siguientes sistemas de un grado de libertad:

1. El oscilador anarmonico.
2. El péndulo simple.

3. El péndulo cicloidal.
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Problema 8.1.2.
Hallar el hamiltoniano de los siguientes sistemas con dos grados de libertad:

1. El péndulo doble.
2. El péndulo esférico.

Problema 8.1.3.
Hallar el haniltoniano y las ecuaciones de Hamilton para:

1. Particula en un campo central.
2. Trompo simétrico.

Problema 8.1.4.
Discutir el retrato de fases de los siguientes sistemas:

1. Péndulo simple.

2. Particula en el potencial
Vo

cosh? ax

V=_

3. Particula en un potencial de doble minimo:

22\ ?
a
Problema 8.1.5.

Discutir el espacio de fases de los siguientes sistemas con leyes de conservacion:
1. El péndulo doble.

2. El trompo simétrico.

8.2. Transformaciones canonicas

Las ecuaciones de Lagrange (Seccién 4.2) son covariantes bajo transformacio-
nes generales de coordenadas y en esa propiedad radica gran parte de su valor
conceptual: las ecuaciones describen las leyes de la mecanica independientemente
de la forma de representar el marco de referencia. Una propiedad andloga vale
para las ecuaciones de Hamilton (8.8): son covariantes bajo un conjunto de trans-
formaciones muy general del espacio de las fases: las transformaciones candnicas.
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8.2.1. La funcion generatriz

Definiremos las tranformaciones canénicas como el conjunto de cambios de
coordenadas en el espacio de las fases:

Qi = Qi(g, p,t) (8.20a)
Py = Py(q,p,1) (8.20D)

tales que dejan covariantes a las ecuaciones de Hamilton (8.8). Con més precision,
de (8.20) debemos obtener:

. 0K

Q; = 9P (8.21a)
. 0K
=50 (8.21b)

en donde K es el nuevo hamiltoniano.

No todos los cambios de variables en el espacio de las fases tienen esta propie-
dad y es necesario caracterizar las transformaciones candnicas. Observemos que
el principio de minima accién (8.11) debe tomar la forma:

5/t1 (Z PQ; — K) dt (8.22)

Pero las ecuaciones (8.8) y (8.21) serdn equivalentes si los integrandos de
(8.11) y (8.22) difieren en una derivada total respecto del tiempo:

sz% H = ZPQZ K+@ (8.23)

La funciéon Fj se llama funcion generatriz de la transformacion candnica, pues
de ella se deduce la transformacién de coordenadas. En efecto, escribiendo (8.23)
en la forma:

dFy = pidg — Y PdQ; + (K — H)dt (8.24)

se deduce que F| puede elegirse siempre como funcion de las coordenadas origi-
nales ¢ y de las transformadas @), y que los impulsos y el hamiltoniano se deducen

de:

or
= 2
P= G (8.25a)
or
P =— 8.25b
20, ( )
oF,
K=H4+ — 2
+ 5 (8.25¢)

De estas ecuaciones es posible hallar () y P en funcién de g y p. Vemos también
que el hamiltoniano no se modifica (salvo por la sustitucién de coordenadas) si
la transformacién es independiente del tiempo.
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8.2.2. Otras formas de la funcién generatriz

La funcién generatriz Fi(q, @) no es la tnica forma posible para una funcién
generatriz. Existen, en realidad, muchas formas posibles de las mismas, que se
pueden hallar mediante transformaciones de Legendre apropiadas. Llamaremos
F5(q, P) ala forma de la funcién generatriz que depende de coordenadas originales
e impulsos transformados. Podemos hallarla facilmente a partir de F; mediante
una trasformacién de Legendre:

Fy(q,P) = Fi(q,Q) + Z QiP, (8.26)

En efecto:

dFy = dFy + ) (QidP; + PidQ;)
= Zpid(_h' + Z QidP; + (K — H)dt

Por lo tanto, F»(q, P,t) es una funcién generatriz con variables independientes
gi, Pi, que satisface:

OF,

;= 2
D a0 (8.27a)
_ 0F,
Qi = 9P (8.27b)
OF,
K=H+ — .2
+ 5 (8.27¢)

Mediante transformaciones de Legendre adecuadas, es posible construir otras
formas “standard” de las funciones generatrices: F3(p, Q) v Fi(p, P).

Sin embargo, la mayor parte de las transformaciones canénicas que aparecen
en la practica se usan para simplifica alguno de los pares de variables candnicos,
o tal vez unos pocos, dejando inalterado el resto. No es dificil ver que el niimero
de funciones generatrices de este tipo es muchisimo mayor que el de los cuatro
prototipos candnicos.

8.2.3. Ejemplos sencillos

Examinemos ejemplos sencillos de transformaciones canénicas, construyendo
sus funciones generatrices.

Transformaciones canonicas elementales

La transformacién candnica de funcion generatriz

A=Y ap, (5.25)
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se llama la transformacion candnica unidad, que no altera coordenadas e impulsos,
como puede verificarse usando (8.27).
Mas interesante es la transformacion candnica de funcion generatriz:

b = Z%Qz (8.29)

que intercambia coordenadas e impulsos:

P=gq Qi = —pi (8.30)

y sugiere que en la formulaciéon hamiltoniana no existe distincion alguna entre
coordenadas e impulsos generalizados: cualquier elemento de un par de variables
conjugadas puede llamarse “coordenada” o “impulso” y justifica el uso de la
notacién simpléctica & para el conjunto de variables (g, p).

Transformaciones de coordenadas

Las transformaciones de coordenadas (o transformaciones puntuales) son un
caso particular de las transformaciones canoénicas, con una funcién generatriz:

Fy = Z fi(Q) P, (8.31)

como puede verificarse facilmente usando (8.27). Las transformaciones candnicas
on, pues, una generalizacion de las transformaciones de coordenadas al espacio
de las fases.

Aplicacién al oscilador armonico

Construyamos una transformacién canénica que conduce a una solucién muy
sencilla del problema del oscilador arménico. Escribamos su hamiltoniano (8.18)
en la forma:

1
H = %(p2 +m?w?q?) (8.32)

Las trayectorias de energia constante del oscilador armdnico son elipses en el
espacio de las fases. Esto sugiere simplificar el problema buscando una transfor-
macién candnica a “coordenadas polares” en el espacio de las fases:

q= mi)2f(P) cos (8.33a)
p=—V2mf(P)senQ (8.33b)

La funcién f(P) es desconocida y hay que determinarla para completar la
transformacién candnica. Sustituyendo, sin embargo en (8.32) hallamos:

K =[f(P) (8.34)



y por lo tanto, si las ecuaciones (8.33) describen una transformacién canénica, f?
es el hamiltoniano del sistema, () es ciclica y P representa una catidad conservada.
Para determinar la transformacién candnica, eliminemos f(P) entre las ecua-

ciones (8.33):
mw? g
J(P) = 2 cos(

y por lo tanto:

p = —mwqtan Q (8.35)
Busquemos ahora una funcién generatriz Fi(q, Q). Si existe, debe cumplirse:
F
= 88—; = —mwqtan Q (8.36)
y por lo tanto
1
Fi(q, Q) = gmuwq’ tan Q + ¢(Q) (8.37)

Esta ecuacién nos proporciona infinitas transformaciones canénicas eligiendo
diferentes funciones Q. La més simple se obtiene con g(Q) = 0. De ella se obtiene
inmediatamente:

OFy 1 mwg? p?

— — — — — 2
0Q  2cos’@ 2mw * g

P =

y comparando con (8.33a) hallamos:
K =wP = H(P) (8.38)

La Figura 8.4 muestra el efecto de la transformacién sobre el espacio de fases.
La ecuacién de movimiento para () es:

. 0K
C=op ¢
y por lo tanto:
Q=wt+ ¢ (8.39)

Las ecuaciones (8.39), (8.38) y (8.33) proporcionan una solucién del problema
del oscilador armoénico. Para hallarla solo se han utilizado integraciones elemen-
tales y se muestra asi el poder de las transformaciones candnicas para simplificar
problemas mecanicos.
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(a) Plano ¢,p (b) Plano @, P

Figura 8.4: Ejemplo de transformacién canénica. Las curvas Q = C'y P = (' son
rectas por el origen y elipses respectivamente en el plano g, p.

8.2.4. Estructura simpléctica

Caracterizemos ahora a las transformaciones candnicas por las estructuras
geométricas que deja invariantes. Hemos definido una transformacion candnica
como aquella que deja invariantes las ecuaciones de Hamilton (Cf. Seccién 8.2.1).
Escribamos estas tltimas en la forma (8.15):

o
73

Limitémonos, por simplicidad, al caso en que las transformaciones candnicas
son independientes del tiempo. Esta toma, en la nueva notacién, la forma:

n=F(§) (8.40)

Bajo esta transformacion, las ecuaciones de Hamilton deben transformarse
en:

£E=1J

oH
N =J—— 8.41
n(%n (8.41)
Sea ahora M la matriz jacobiana de la transformacion, con elementos:
on;
Mi‘ =
9¢;
Entonces, aplicando la regla de la cadena:
: 0OH oOH
1=ME=M]— = MIM"— 8.42
= ME = MI' 5 = MIMT (8.42)
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Comparando con (8.41) deducimos que la condicién para que la transformacién
sea canénica es que se conserve la matriz fundamental J:

MIMT =] (8.43)

Hemos visto (Seccién 1.1.3) que el programa de Erlangen clasificé las geo-
metrias a través de sus invarianzas. La geometria que admite a Jcomo invariante
fundamental se llama geometria simpléctica, el grupo de transformaciones carac-
teristico es el grupo simpléctico, de matrices que satisfacen la ecuacién (8.43). La
cantidad

[, m] = &In (8.44)

llamada producto simpléctico, es también invariante bajo transformaciones simplécti-
cas.

De este modo, el espacio de las fases esta provisto de una estructura geométrica
particular: la estructura simpléctica. Esta ultima generaliza la estructura métrica,
caracteristica del espacio de configuracién (4.48).

8.2.5. Invariantes integrales

Uno de los resultados mas importantes de la formulacion hamiltoniana de la
mecanica es la existencia de invariantes integrales: cantidades de origen geométri-
co que son invaraintes bajo transformaciones candnicas generales. La existencia
de estos invariantes es consecuencia de la estructura simpléctica del espacio de
las fases.

Integremos la ecuacién (8.24) a lo largo de una curva cerrada en el espacio
de las fases, a tiempo constante. En ese caso, el tltimo término no contribuye y
el primer miembro es una diferencial exacta, de modo que se anula. Obtenemos

entonces:
]fc > b= § 3" PG, (8.45)

c

donde las integrales se extienden a lo largo de una curva C' en el espacio de las
fases y de su imagen C bajo la transformacién. La integral

IL(C) = 740 > pida (3.46)

se llama un nvariante integral relativo. No es diicil mostrar que puede escribirse
en la forma:

IR(C) = %]{CZ(piin — qidp;) = %j{j[ﬁ, dg] (8.47)

que exhibe explicitamente la estructura simpléctica asociada al invariante.
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Apliquemos ahora la generalizacion del teorema de Stokes a un espacio n-
dimensional. Sea X un vector en R"; entonces vale:

X, 0X;
ji Zi:Xid:ci - Lf ZJ: ( e (91:5) d;dx; (8.48)

en donde S es una superficie de contorno C. Aplicando este teorema a (8.45)

obtenemos:
fj Z dq;dp; = jj Z dQ;dP; (8.49)
S i & i

en donde las integrales se extienden a la superficie S'y a su imagen S. La cantidad

1'S) = [ daidp: (8.50)
S

se llama un wnvariante integral absoluto o tnvarainte integral de Poincaré. Nue-
vamente, puede escribirse:

1'(8) = | [dg, de] (8.51)
S

Es sorprendente la existencia de estos invariantes, debido a la gran generalidad
de las transformaciones candnicas. Mas aun, existe un conjunto de invariantes
integrales de orden cada vez més alto, I?, I3, ... hasta llegar al invariante:

jf . j dgidp, . .. dqgdpy

que no es otra cosa que el volumen en el espacio de las fases.

Rs posible generalizar los resultados anteriores para transformaciones canéni-
cas dependientes del tiempo. Examinemos un caso particular importante. Sea un
sistema de un grado de libertad f = 1 y examinemos la transformacién generada
por las soluciones de las ecuaciones de Hamilton (8.8). Se trata de una familia de
transformaciones en el plano (¢, p) que dependen del pardmetro t:

Q(t) = Q(qo, po. t) (8.52a)
P(t) = P(qo, po,t) (8.52b)

en donde qg,py son las coordenadas cuando t = 0. Para cada una de las posi-
ciones iniciales, las ecuaciones (8.52) describen una curva en el espacio de las
fases (q,p) que representa una trayectoria posible del sistema. Este conjunto de
curvas se llama el flujo hamiltoniano. Podemos interpretar el flujo hamiltoniano
imaginando un conjunto de infinitas copias del sistema original, cada una de ellas
con una condicion inicial gg, py distinta. Este conjunto de sistemas evoluciona en
el tiempo en forma similar a la de un fluido, redistribuyéndose en el espacio de
las fases de acuerdo con las ecuaciones de movimiento.
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Figura 8.5: Demostracién del Teorema de Liouville

Consideremos ahora un area inicial S en el espacio de las fases, rodeada por
una curva C. Podemos representar su evolucién en el tiempo como un tubo en el
espacio tridimensional (g, p,t), terminado por dos “tapas” en los instantes ¢t = 0
y t =t; (Figura 8.5). La integral:

Iy = 7{ (pdq — Hdt)
D

se extiende sobre las curvas formadas por las tapas y una cualquiera de las lineas
de flujo (es decir, las trayectorias posibles). Usando el teorema de Stokes, esta
integral puede escribirse en la forma:

1 oH . oH .
=5 Jf | (-5 o) i+ (=55 ) dt) =0 539

en donde ¥ es la superficie lateral del tubo de flujo.
Deducimos, pues que:

j{ pdq = 7{ pdq (8.54)
C(t=0) C(t=ty)

que es el teorema de Liouville para sistemas de un grado de libertad. Este im-
portante teorema, que se generaliza para sistemas de varios grados de libertad,
es importante en los fundamentos de la Mecanica Estadistica.

266



8.2.6. Oscilaciones alrededor de un movimiento estacio-
nario

Las transformaciones canodnicas constituyen una poderosa generalizacién de
las transformaciones de coordenadas, capaz de enfrentar problemas mé&s com-
plejos que las anteriores. Por ejemplo, las transformaciones de coordenadas no
son capaces de resolver el problema del oscilaciones alrededor de un movimiento
estacionario (Seccién 6.3). Mostraremos aqui que este problema puede enfrentar-
se como una transformacion candnica a una generalizacién de las coordenadas
normales.

Consideremos el lagrangeano de pequenos apartamientos x; alrededor de un
movimiento estacionario (6.45):

1

N | —

o0, en forma matricial:
... .1
L= §azMaz + xGx — §£BK£B (8.56)

Construiremos ahora el hamiltoniano del sistema. Por definicién, los impulsos
candnicos:

p =Mz + Gz (8.57)
y las velocidades se expresan en la forma:
& =M"(p— Gz) (8.58)
El hamiltoniano sera:
H=px—-L
= %(p — Gx)M(p — Gz) + %me (8.59)

Introduzcamos la notacién simpléctica en el hamiltoniano (8.59): € = (x, p).
Para ello, definimos la matriz antisimétrica B = GM~! 4+ M~!G. El hamiltoniano
H toma la forma:

H— %gHg (8.60)

en donde la matriz H tiene la forma:
M-t B
- (M) o
Las ecuaciones de Hamilton toman la forma:
£ =JH¢ (8.62)

267



y su solucién puede buscarse con una sustitucion de d’Alembert:
£= foeim
que conduce a la ecuacién de autovalores:
HE, = iwl§, (8.63)

Busquemos ahora una transformacién candnica lineal que simplifique las ecua-
ciones de Hamilton (8.62):

= = M¢

que sustituida en las ecuaciones de Hamilton las lleva a la forma:

= JMHM™! (8.64)
Elijamos la transformacion M para llevar H a la forma diagonal:
JMHM™* =D
Sustituyendo en (8.64) hallamos:
E=DE
y comparando con (8.63) hallamos:
Dy = iwy, (8.65)

Si ahora transformamos el hamiltoniano (8.60) encontramos la forma sencilla:

H=-EJDE = iwQil (8.66)

k

En esta forma, es evidente que las variables (), P son complejas. Una trans-
formacion canodnica de funcién generatriz Fy apropiada lleva el hamiltoniano a la

forma (Cf. Problema 8.2.3):

1

H=g Ek:(pi + wigy) (8.67)

que corresponde a un conjunto de osciladores armonicos desacoplados.
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Problemas 8.2

Problema 8.2.1.
Una “rotacién” en el espacio de las fases:
es candnica.

Q\ _ [cosA —senA\ (¢
PJ) \sen\ cos\ P
Problema 8.2.2.

La forma mas general de una trasformacion candnica a “coordenadas polares” en
el espacio de las fases tiene la forma:

q=af(P)senQ
p="bf(P)cos@

Buscar una funcién generatriz del tipo F; para esta transformacion.

Problema 8.2.3.
La transformacién canénica de funcién generatriz
P? — 29m2w?q?

Fy =qgP —
2 =41 dimw

genera una transformacién canénica compleja.

1. Hallar las funciones de transformacion.

2. Aplicarla al oscilador armonico de frecuencia w

Problema 8.2.4.
El hamiltoniano de un sistema tiene la formas:

1 1
H == 4 2 -
2(qp +q2>

1. Hallar las ecuaciones de movimiento del sistema.

2. Hallar una transformacién canodnica que reduzca H a la forma del oscilador
armonico.

3. Probar que las soluciones halladas en la parte 2 satisfacen las ecuaciones de
movimiento del sistema.

Problema 8.2.5.
La sustitucion: 1F(g.1)
. . q,t

L/(Q7 q, t) = L(qv q, t) + d—l;
no altera las ecuaciones de Lagrange. Sin embargo, existe una transformacion
canonica que corresponde a esta sustitucién. Hallar una funcion generatriz F,
para esa transformacion canonica.
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Problema 8.2.6.
Probar que una transformacién candnica en sistemas con un grado de libertad
f =1 conserva &reas en el plano (g, p).

Problema 8.2.7.
Un mapa de Poincaré para un sistema con f = 2 conserva areas.

Problema 8.2.8.
Hallar la transformacion canénica que diagonaliza el hamiltoniano en el caso de
oscilaciones alrededor de un punto de equilibrio.

Problema 8.2.9.
Hallar las transformaciones M para los siguientes sistemas que oscilan alrededor
de un movimiento estacionario:

1. El problema restringido de tres cuerpos, alrededor de L4 o Ls.
2. Una orbita circular en el potencial newtoniano.

3. Precesion regular de un trompo.

8.3. Corchetes de Poisson

Las transformaciones candnicas tienen la propiedad de grupo: la copmosicién
de dos transformaciones canodnicas es otra transformacion candnica. Esto puede
verificarse observando que la composicion de dos transformaciones candnicas con-
serva los invariantes integrales de Poincaré. Esto abre la posibilidad de estudiar
transformaciones candnicas infinitesimales, cuya composicion genere transforma-
ciones canoénicas finitas. La existencia de transformaciones infinitesimales genera
en el espacio de las fases otra estructura geométrica: los corchetes de Poisson.

8.3.1. Transformaciones canonicas infinitesimales

Una transformacion canénica infinitesimal estd generada por una funcién ge-
neratriz proxima a la identidad:

Fy=> qP+¢G(q,P) (8.68)

en donde € es un pardmetro infinitesimal y G(q, P) se llama el generador infini-
tesimal de la transformacion.
Utilizando las ecuaciones (8.27) se encuentra:

a%
B 9G(q, P)
Qi=qi+e¢ 9P,
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0, despeciando cantidades de segundo orden en e:

0G(q,p)

Qi=qi+e a; (8.69a)
9G(q,p)
P, =p;, — 8.69b
p 4, (8.69b)
que, finalmente, puede escribirse econémicamente en forma simpléctica:
oG
E=¢+eJ— O€ (8.70)

Una transformacion candnica finita puede obtenerse componiendo transfro-
maciones canénicas infinitesimales. En particular, si € = d\ la ecuacién (8.70)
puede escribirse en la forma:

g _ oG
T (8.71)

Comparando esta ecuacién diferencial con las ecuaciones de Hamilton (8.15)
vemos que el movimiento de un sistema mecanico puede interpretarse como una
transformacion canénica cuyo generador infinitesimal es el hamiltoniano del siste-
ma. Este hermoso resultado sugiere otra solucién al problema de la integracion de
las ecuaciones de movimiento: hallar una transformacion candnica que “congele”
el movimiento del sistema.

8.3.2. Corchetes de Poisson

Examinemos ahora el efecto de una transformacién candnica infinitesimal de
generador G sobre una funcién F' de coordenadas e impulsos. Desarrollemos la
funcién de las coordenadas transformadas (), P alrededor de las coordenadas

originales:
or
F(Q,P)=Fl(q,p +Z( -0¢; + pﬁpi)

1

y sustituyendo (8.69):

F(Q,P) = F(q,p) + e{F,G} (8.72)

en donde hemos introducido el corchete de Poisson de dos funciones:

OF 0G  OF 0G
e} = Z (3% opi Op; 0q¢> (8.73)

o, finalmente, si usamos la notacién simpléctica:

OF " _0G
{F,G} = % J% (8.74)
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que es una expresion muy compacta del corchete de Poisson.
Una aplicacion inmediata de los corchetes de Poisson es escribir en forma
elegante las ecuaciones de Hamilton:

¢ ={qi, H} (8.75a)
pi = {pi, H} (8.75b)

También se puede expresar la variacion temporal de una funcion arbitraria de
las coordenadas e impulsos usando (8.72):

dF oF
o rm (8.76)

En particular, una magnitud conservada (o constante del movimiento) tiene
un corchete de Poisson nulo con el hamiltoniano:

{F.HY=0 (8.77)

que es una expresion muy simple de una ley de conservacién.

8.3.3. Propiedades de los corchetes de Poisson

Los ejemplos anteriores muestran que los corchetes de Poisson juegan un papel
muy importante en la formulaciéon hamiltoniana y es conveniente estudiar sus
principales propiedades.

De la definicién (8.72) se deduce inmediatamente que los corchetes de Poisson
son antisimétricos:

(F,G} = —{G,F)} (8.78)

Ademas, de las propiedades de la derivaciéon deducimos son lineales en el
primer (segundo) argumento y satisfacen la identidad de Leibnitz:

{aF, + bFy, G} = a{F,,G} + b{F, G} (8.79a)
(R, G} = F {F,G} + {F,G} F, (8.79b)

Estas dos ecuaciones muestran que el corchete de Poisson es un operador de
diferenciacion sobre el espacio de fases.
Finalmente, los corchetes de Poisson satisfacen la identidad de Jacobi:

{F.{G,H}} +{G,{H,F}} +{H,{F,G}} =0 (8.80)
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Para demostrarla, escribamos el corchete de Poisson como un operador dife-

rencial:
em -3 (5) (5) - (&) (&)

i

y por lo tanto

{F{G H}} —{G,{F H}} = Z (Uzg—g +‘/;g—5)

pues las derivadas segundas de H se cancelan idénticamente. Las funciones U;, V;
solo dependen de F, G y pueden determinarse con sencillez eligiendo valores par-
ticulares de H. Eligiendo H = p;:

Ui = {Fa {Gapi}} - {G7 {Fupi}}

oG oF
- {F’a—%}+ {a—%’G}

0

= F.G
5 1P.C)
y de la misma manera:
0
Vi=— kG
o, {F.G}

Con estos resultados, se completa la demostracion de la identidad de Jacobi.
Los corchetes de Poisson entre dos variables simplécticas se llaman los cor-
chetes de Poisson fundamentales:

(.61 =17 (8.81)
o, en forma explicita:
{gi,pi} =0 (8.82a)
{pi,pj} =0 (8.82b)
{qi,pj} = 6ij (8820)

La propiedad mas importante de los corchetes de Poisson es su invarianza bajo
transformaciones candnicas. Para probarla, consideremos el corchete de Poisson,
calculado con las coordenadas simplécticas & = (gq;, p;):

T
oF ' _0G

{F.G}, = € J¥ (8.83)

273



en donde hemos escrito explicitamente el simbolo de transposicion. Pero:

8_G — MTa_G
on O
oF L OF
on M oe
y por lo tanto
OF " oG
{F,G}, = % MJMTa—g = {F,G}, (8.84)

Este importante resultado muestra que los corchetes de Poisson pueden cal-
cularse en cualquier sistema de coordenadas: el mas conveniente para cada apli-
cacion.

Problemas 8.3

Problema 8.3.1.

Calcular los corchetes de Poisson entre coordenadas e impulsos para el oscila-
dor armoénico, en las coordenadas (¢,p) y en las coordenadas (@, P). Mostrar
explicitamente que son invariantes.

Problema 8.3.2.
Probar que la componente z del impulso angular es una constante de movimiento
en:

1. El problema del movimiento central.

2. El cuerpo rigido simétrico.

Problema 8.3.3.
Hallar explicitamente la funcién generatriz de la transformacion candnica cuyo
generador infinitesimal es el hamiltoniano para los siguientes problemas:

1. La caida de los cuerpos.

2. El oscilador armonico.

Problema 8.3.4.
Completar la demostracién de las propiedades (8.79), (8.80) y (8.83) de los cor-
chetes de Poisson

8.4. Simetrias y leyes de conservacién

La conexién etre simetrias y leyes de conservacion, que ya examinamos el la
Seccién 4.3, tiene su formulacion més elegante dentro del formalismo hamiltonia-
no. La clave de esta conexidn es la ecuacién (8.77), que muestra la condicién para
que una funcién sea una constante del movimiento.
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8.4.1. Simetrias de un sistema hamiltoniano

Sea ahora una trasnformacion de simetria en un sistema lagrangeano (Seccién
4.3.1). La transformacion infinitesimal de pardmetro da es una transformacién
canonica infinitesimal de funcién generatriz:

dg
F,=> P (qi + d‘i da) (8.85)
i a=0
y con generador infinitesimal:
d g
Gla.p) =) _pig (8.86)

La variacién del hamiltoniano bajo esta transformacién es igual a:

d dgi
0H ={H,G(q,p)} = Taqi 2 Pig, =0 (8.87)

por la ecuacién (4.70). Hemos demostrado, pues, que una transformacién infi-
nitesimal de simetria deja invariante el hamiltoniano. Como por otra parte las
constantes de movimiento tienen corchete mulo con el hamiltoniano, deducimos
que los generadores de simetria son constantes de movimiento.

Esto origina una importante generalizacion de la nocién de simetria: ésta
serd toda transformacion infinitesimal que deje invariante el hamiltoniano del
sistema. El correspondiente generador infinitesimal sera una cantidad conservada.

Si F'y G son dos constantes del movimiento, su corchete de Poisson es también
constante del movimiento, pues, por la identidad de Jacobi:

{F.G} HY ={F{G H}} +{G.{H,F}} =0

Esto permite, a veces, hallar nuevas constantes del movimiento a partir de otras
conocidas, aunque muchas veces el corchete de Poisson sélo proporciona alguan
funcién de las anteriores.
Un ejemplo sencillo lo proporciona el impulso angular del sistema. Por senci-
llez, limitémonos al caso de una particula. Las componentes
L, = xp, — yps (8.88a)
L, =yp. — zp, (8.88b)

son constantes del movimiento en presencia de fuerzas centrales. Su corchete de
Poisson debe serlo también y hallamos

{Ly,L,} = L. (8.88c¢)

que también es constante del movimiento.
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Diremos que dos constantes de movimiento estan en tnvolucion si su corchete
de Poisson se anula. En ese caso, las constantes de movimiento se llaman integrales
PTEIMETaQSs.

Sea ahora un sistema hamiltoniano con f grados de libertad, que posea f
integrales primeras en involucion. Siempre es posible numerar las integrales de
modo que F; = H. Sean

P, = Fi(q,p) (8.89)

los valores conservados de esas integrales primeras. Cada una de estas ecuaciones
representa una hipersuperficie en el espacio de las fases; y el movimiento sélo
puede producirse en la interseccion de estas superficies. Las ecuaciones (8.89)
permiten, en principio, despejar los impulsos p; como funcién de g, P:

pi = fi(Q7P)

y la cantidad
d® = p;dg;

es un diferencial total exacto. En efecto, la derivada parcial de la funciéon F' sobre
la superficie o definida por las ecuaciones (8.89) es:

OF,|  OF,  OF, p:
3%‘ u 86];’ Opx, 3%‘

El corchete de Poisson sobre la superficie o vale, pues:
OF, 0F,, (8}9» 8pk)
£, F,} + — (= - ) =0
{ : } ; ; apj Opr \ Oqk an'
y de esta ecuacion se deduce la condicion de integrabilidad:

Op;j _ Opr

- 2 8.90
Oqx, 86];’ ( )

La integral de (8.89) es, pues, una funcién generatriz del tipo Fy para una
transformacién candnica que hace constantes los impulsos generalizados P; y las
correspondientes velocidades generalizadas.

Este teorema de integrabilidad de Liouwville, cuya demostracién acabamos de
bosquejar, muestra que si un sistema f grados de libertad posee f constantes de
movimiento F; en involucién se puede hallar una solucién del sistema mediante
cuadraturas.

8.4.2. Algebras de Lie

Las simetrias, sin embargo, no proporcionan muchas integrales de movimiento
en involucion. Esto se debe a que los grupos de transformaciones muchas veces
no son conmutativos.
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Un ejemplo sencillo lo proporcionan las componentes del impulso angular
(8.88). Se observa que L, Ly, L, no pueden elegirse como variables candnicas si-
multdneamente pues no satisfacen las relaciones (8.82). Este resultado se debe a
la falta de conmutatividad de las rotaciones. En efecto, si F'(¢q,p) es uan funcién
cualquiera de las variables candnicas, su variacion al realizar rotaciones infinitesi-
males alrededor de los ejes z e y serd {L,, {L,, F'} ,m}ientras que si las rotaciones
se aplican en orden inverso el cambio serd {L,, {L,, F'} ,.} La diferencia de ambas
variaciones es:

{Ly’ {an F}} - {an {Ly7F}} = {{L:L‘a Ly} ) F} = {L2’7 F} (891>

que no se anula debido a la falta de conmutatividad del grupo. Asi pues, aunque
la composicién de rotaciones infinitesimales es conmutativa (Seccién 5.1.3), su
accion sobre una funcion del espacio de las fases no lo es. Este resultado es valido
para cualquier grupo de transformaciones.

Hemos mencionado que un grupo continuo de transformaciones puede cons-
truirse a partir de subgrupos uniparamétricos. Sean X; los generadores infini-
tesimales de las transformaciones correspondientes. El cambio en una funcién
F(q,p, a;) generado por una trasformacion infinitesimal es:

(]
que es una ecuacion diferencial para la modficacion de la funcién bajo la accion
del subgrupo.

Una transformacién infinitesimal cualquiera X puede escribirse siempre como
combinacion lineal de los generadores basicos X;:

X = Zale

Por otra parte, la composicion de dos subgrupos uniparamétricos distintos
debe generar otra trsnformacién del grupo. Con una demostracié similar a la de
la ecuacién (8.91), el corchete de Poisson de dos generadores infinitesimales debe
ser una combinacion lineal de otros generadores inifitesimales:

(X, X5} =) Xy (8.93)
k

donde las constantes cfj son caracteristicas del grupo y se llaman las constantes
de estructura del mismo. El espacio vectorial de los generadores infinitesimales
X;, provistos de la ley de composicién (8.93) se llama un dlgebra de Lie. La
teoria de los grupos de Lie muestra que dadas las constantes de estructura, es
posible reconstruir en forma tnica las transformaciones finitas del grupo. En el
caso de simetria, los elementos del algebra X; son un conjunto de constantes del
movimiento (que por lo general no estan en involucién) asociadas a la simetria.
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Es posible hallar una solucién muy elegante para ecuacién diferencial (8.92)
usando los corchetes de Poisson. En efecto, sea a? el valor inicial del pardametro.
Usando (8.92) hallamos las derivadas sucesivas de F' con respecto de «;:

dF
dOéi
> F

2
do;

= {F7 Xi}aQ

0
a=ay

dF
_ X,
ai=a { d o’ }ao

— ({F.X} . X}

y la correspondiente transformacién para Aq; finito se encuentra con la serie de
Taylor:

1
Fq,p,a) + Aay) = F(q,p, ) + A {F, X;} 0 + = (A > {{F, Xi}, Xi} oo + - .

2
(8.94)
La expresion (8.94) se llama la transformada de Lie de la funcién F por el
generador infinitesimal H. Obviamente, generaliza la nocién de transformacién
infinitesimal a valores finitos del parametro a.
Como caso particular, para la evolucién temporal:

F(g0,6) = Fla,p,to) + (¢ = to) {F, HYy + 5(— o {{F, HY H}g .. (8.95)

que expresa una solucién formal de las ecuaciones de movimiento.
Existe una manera muy elegante de expresar estas soluciones. Introduciendo

el operador de Liouville:
LF ={F H} (8.96)

y entonces (8.95) se escribe:
F(g,p,t) = " F(q,p, 1) (8.97)

El valor préctico de las soluciones (8.95) o (8.97) depende de la rapidez de la
convergencia de la serie.

Problemas 8.4

Problema 8.4.1.
Mostrar que las constantes de estructura del grupo de rotaciones son

K _

Problema 8.4.2.
Calcular los corchetes de Poisson del generador L,:
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1. Con una funcién escalar F'(q,p)

2. Con una funcién vectorial V (g, p).

Comparar con los resultados de una transformacion infinitesimal alrededor del
eje z.

Problema 8.4.3.
Un sistema de dos grados de libertad tiene el hamiltoniano:
H = qip1 — q2p> — ag; + bgs
Probar que
b1 —aq
N a2
Fy = qge

By

son constantes del movimiento.
Hay otras constantes algebraicamente independientes? ;Puede construirse
alguna a partir de la identidad de Jacobi?

Problema 8.4.4.
La red de Toda es un sistema unidimensional definido por el hamiltoniano:

1
H = 5(p% +pg _|_p§) + e*(qlf%) + e*(QQ*Ql) + e*(Qs*QQ) —3

1. Mostrar que la “coordenada de centro de masa”

Q=q+¢@+qg

es una constante del movimiento.
2. Mostrar que existe una trasformacién de coordenadas (similar a la trans-
formacién de Jacobi (6.41)) que transforma el hamiltoniano al sistema CM:
1

62y+2\/§a: + 62y—2\/§l’ + €_4y] — _

1 1
H=-(p2+p)+ — 3

2 24

3. Probar que en el limite de pequenos ¢, p el hamiltoniano reducido toma la
forma:

1
H ~ §(p§+p§+x2+y2)

4. Probar que existe la siguiente constante de movimiento:
F(q,p) = 8pa(p2—3p2)+(pa+V/3p, ) 234 (p,—V/3p, ) e 237 —2p e—dy
5. Probar que en el limite de pequenos ¢, p la constante F' toma la forma:

F(q,p) ~ 12(yp, — xpy)

Y es una generalizacion no trivial del impulso angular.
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8.5. Sistemas hamiltonianos singulares

Hemos visto que una condicién necesaria para el desarrollo de la formulacién
hamiltoniana es que las ecuaciones (8.16) sean invertibles. Esto requiere, a su vez,
que la matriz jacobiana (8.17) también sea invertible. Cuando ésto no ocurre,
diremos que el lagrangeano es singular. Por ejemplo, en el lagrangeano

1

) ) 1
L= 5(611 —Gp)? — 5(@1? +q3) (8.98)

la “energia cinética” es el cuadrado de la resta de las velocidades generalizadas y
los impulsos canénicos son

oL . .
b1 Din q1 — q2
oL ) )
P2 = i —q1+ @
q2

Estas ecuaciones no son invertibles, ovbiamente, y pueden expresarse como la
condicion de vinculo

¢(p,q) =p1+p2=0 (8.99)

Los lagrangeanos singulares describen, pues, un tipo especial de sistemas vin-
culados. La singularidad esta conectada con algin tipo de simetria del sistema. En
el ejemplo anterior la simetria es la invarianzA del sistema bajo la transformacion

P =p + f(t) Q1 =q
Py =po+ f(t) Q2 = @

con f(t) una funcién arbitraria del tiempo. Esta transformacién es canénica, con
funcién generatriz

Fo="al(Pi— ) (8.100)

El estado del sistema (8.98) no esta completamente caracterizado por las va-
riables candnicas. En realidad todos los puntos del espacio de las fases alcanzables
con la transformacién candnica (8.100) deben considerarse equivalentes. Esto es
analogo a las transformaciones de medida en electromagnetismo

A=A, +0,f (8.101)

Las cantidades fisicas (los campos electromagnéticos) son invariantes bajo dichas
transformaciones.
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8.5.1. Meétodo de Dirac

Cuando el lagrangeano es singular, los impulsos canénicos p; no son indepen-
dientes y en general existiran un conjunto de M relaciones que ligan los impulsos
y las cooredenadas entre si, llamados los vinculos primarios

$a(psq) =0 (8.102)

Advirtamos que estas relaciones no son triviales y se satisfacen sélo cuando
p; se deduce de las ecuaciones (8.16). Dirac llamé igualdades débiles a las que se
satisfacen de esta manera, indicandolas con la notacién:

ba(p;q) = 0 (8.103)

Los vinculos primarios (8.102) definen una hipersuperficie en el espacio de las
fases con una dimensién d < 2f donde se efectiia el movimiento del sistema.

Aun con lagrangeanos singulares puede definirse un hamiltoniano, el hamil-
toniano canonico a través de la transformacién de Legendre (8.5). Sin embargo,
como los impulsos candnicos no son independientes, la dependencia de H(p,q)
con los impulsos es arbitraria fuera de la hipersuperficie definida por los vinculos
primarios (8.102). Podemos aprovechar esta propiedad para extender el hamil-
toniano canénico a todo el espacio de las fases introduciendo un conjunto de
multiplicadores de Lagrange \,:

Heyp = He + Aa(p, @)da(p, q) =~ H. (8.104)

Usando las ecuaciones de movimiento en la forma (8.75) hallamos las ecua-
ciones débiles

Cji ~ {QH H} + )\a {qw ¢a}
pi ~ {pz» H} + )\a {pza ¢o¢}

Inpongamos ahora la condicion de consistencia (8.76)

Ga(p, @) = {¢a(p,q), Hep} =0 (8.105)

que conduce a las igualdades débiles

{¢On HC} + Aﬁ {¢a> ¢ﬁ} ~ 0 (8106)

Estas condiciones de consistencia pueden dar lugar a varios casos:

1. La igualdad ¢, = 0 puede satisfacerse idénticamente como igualdad fuerte
(es decir, en todo el espacio de las fases). En ese caso estamos en presencia de
una ley de conservacion y se ha obtenido una integral primera del sistema.
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2. Se pueden obtener nuevas ecuaciones de vinculo independientes de las A,

o(p,q) ~ {9, H.}

que se llaman vinculos secundarios. La diferencia con los primarios es que
para hallarlos se debieron usar las ecuaciones de movimiento del sistema.
Esta diferencia no es muy importante y desde ahora en adelante usaremos la
notacién ¢, para todos los vinculos independientes, primarios o secundarios.

3. Finalmente, se pueden obtener ecuaciones en donde las A, figuran explici-
tamente, en la forma

{¢a7 Hc}|¢:0 + )‘ﬂ {¢av ¢ﬁ}|¢:o =0 (8'107)

Este sistema de ecuaciones determina, en principio, los multiplicadores de
Lagrange A. Sin embargo, la matriz F = {¢a, ¢s}| 40 € por lo general
singular y tiene una base de soluciones V

VF =0

Si llamamos A, a las soluciones de la inhomogénea, la solucién general para
los multiplicadores de Lagrange A es

Ao = Ay + Uﬁ(f)Vga (8108)
en donde las funciones v(t) son arbitrarias.

Después de las operaciones anteriores, hemos obtenido una expresion explicita
para el hamiltoniano efectivo

Hep = He 4 Moo + Vada (8.109)

en donde gga = V3a05.

8.5.2. Magnitudes de primera y segunda clase

La arbitrariedad de las funciones v, (t) es andloga a la invarianza de calibrado
del campo electromagnético: las cantidades fisicamente interesantes son aquellas
independientes de la eleccion del calibrado. En forma similar, las magnitudes
fisicamente interesantes en un sistema definido por un lagrangeano singular son
aquellas independientes de la arbitrariedad de las v,.

Llamaremos a R una funcion de primera clase a una funcion que tiene corchete
de Poisson nulo con todos los vinculos

{R, ¢} ~ 0 (8.110)
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En particular, el hamiltoniano es una funcién de primera clase. Estas forman
un algebra: un sistema cerrado respecto de las combinaciones lineales y de los
corchetes de Poisson. Los vinculos de primera clase son los que satisfacen

{¢aa¢ﬂ} ~ 0
= o (8.111)

Si las cantidades c;5 son constantes, las ecuaciones (8.111) forman un dlgebra
de Lie. Pero por otra parte, los vinculos generan transformaciones candnicas
infinitesimales

69 = {9, ¢a} (8.112)

que no afectan el estado del sistema y son andlogas a las transformaciones de
medida. Las cantidades de primera clase no cambian bajo las transformaciones
(8.112) son analogas a los invariantes de medida.

Por otra parte, las magnitudes de sequnda clase tienen algin corchete de
Poisson no nulo con los vinculos. En particular, los vinculos de sequnda clase
satisfacen relaciones de conmutacion no tiviales:

{ba,ds} = Cap (8.113)

Los vinculos de segunda clase no son analogos a invariantes de medida, pe-
ro veremos que es posible usando la ecuacién (8.113) eliminarlos mediante una
transformaciéon candnica.

Para ello, observemos que la matriz C,3 es antisimétrica. Ademés debe ser
invertible, pues si no lo fuera existiria una combinacién lineal de vinculos de
segunda clase x* = ) uqX, que serfa de primera clase. Reciprocamente, si la
matriz no es singular, el conjunto de vinculos es necesariamente de segunda clase.
Como consecuencia, el numero de vinculos de segunda clase es necesariamente
par.

Introduzcamos ahora en primer lugar las variables modificadas

F'=F —{F,¢.} C ' upds (8.114)
que tienen corchete de Piosson nulo con los vinculos
{4, 0.} ={A,¢,} = {A,6,} CapC, = 0
Introduzcamos ahora la cantidad:
{A. B} ={A, B} = {A ¢a} C " as {05, B} (8.115)

que se llama corchete de Dirac y tiene propiedades andlogas a (8.78), (8.79) y
(8.80).

{F,G}' = —{G, F}' (8.116a)

{aF, + bFy,GY = a{F,GY + b{F,,G}* (8.116b)
{(RF),GY = L {F),GY +{F,G} (8.116¢)

{F G, H}'} +{G,{H,FY'}Y +{H {F.G}'}Y =0 (8.116d)
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Pero ademas tienen las propiedades adicionales

{4, 0}" =0 (8.117a)
{A,C} ~{A4,C} (8.117b)
({A, BY,CY ~ {{A, B} ,C)} (8.117¢)

En las dos tltimas ecuaciones, A y B son de primera clase y C' es arbitrario.
Ahora bien, como la ecuacién de movimiento para cualquier variable dindmica
F(p, q) tiene la forma .
F={F H.}

usando las ecuaciones (8.117) se puede escribir como
[~ {F H.} (8.118)

Es posible, pues, eliminar los vinculos de segunda clase trabajando con las
variables dindmicas A’, de la ecuacién (8.114) y usando los corchetes de Dirac en
lugar de los de Poisson. Esto es equivalente a hacer una transformacién candnica
al subespacio definido por el conjunto de ecuaciones gzﬁg?) =0.

8.5.3. Condiciones subsidiarias

Mostraremos ahora que es posible encontrar un subespacio del espacio de las
fases en donde se satisfacen las ecuaciones canénicas. Este va a ser el espacio
fisico del sistema. El método de construccién (de gran importancia en Mecénica
Cudntica) de debe a Faddeev y Popov y lleva su nombre. En la seccién anterior
hemos visto que es posible hacer lo cuando existen sélo vinculos de segunda clase.
La presencia de vinculos de primera clase hace mas dificil su construccién. En
esta seccion mostraremos cémo hacerlo. Sea entonces

Hep=He+ Y Aada (8.119)

el lagrangeano efectivo en donde la suma corre sobre J vinculos de primera clase
y 2K de segunda clase.

Ahora bien, como para cualquier funciéon de primera clase vale la ecuacién
(8.110), en el subespacio fisico f es una constante sobre cada una de las trayec-
torias generadas por el “hamiltoniano adicional” con vinculos de primera clase

AH =3, Aada

pi = {pi,AH} (8.120b)

Para definir el espacio fisico y definir todas las cantidades de primera clase
basta pues elegir una “hipersuperficie” en el espacio de las fases que corte todas
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las trayectorias (8.120). Sean pues x,(p,q) un conjunto de J funciones tales que
la matriz

Sag = {Xa, #s} (8.121)

no sea singular. Si ésto se cumple, las x, no serdn funciones de primera clase
y definen una seccion del espacio de las fases que corta en un punto a cada
trayectoria generada por (8.120). Las x, se llaman condiciones subsidiarias; son
similares a vinculos, pero a diferencia de éstos, generados por la singularidad del
hamiltonianio, son arbitrarias, restringidas inicamente por la condicién de no
singularidad de (8.121).

Las condiciones de consistencia para las condiciones subsidiarias son

{Xas H} + Ag {Xa, dp} =0 (8.122)

que ahora pueden invertirse para determinar todos los multiplicadores de Lagran-
ge. Asi pues, sobre el subespacio fisico definido por los vinculos y las condiciones
subsidiarias, los multiplicadores de Lagrange quedan completamente determina-
dos y con ellos el hamiltoniano efectivo H.¢. Podemos ahora formar un nuevo
hamiltoniano efectivo:

H*=H,+ Y Aata (8.123)

en donde la suma corre sobre todos los vinculos y las condiciones subsidiarias.
La dimension del subespacio fisico (que coincide con el nimero de grados de
libertad fisicos f) es igual a

2f=2n—-2K—-J—-J=2(n— K —J)=2(n—m) (8.124)

Una vez fijadas las condiciones subsidiarias, podemos proceder como en el caso
lagrangeano, introduciendo un conjunto de 2 f variables canénicas ¢*, p* tales que:

¢ = q(q",p") (8.125a)

pi =pi(¢",p") (8.125b)
{qf,p;} = 0jj (8.125¢)
{64} = {p},0;} =0 (8.125d)
Yala(a”,p"), p(d",p")] =0 (8.125¢)

Las variables ¢*,p* son una representacion paramétrica del espacio de las
condiciones de vinculo y las condiciones subsidiarias y describen el subespacio
fisico. Puesto que las nuevas variables son canodnicas tendremos:

H*(q",p") = H(q",p") (8.1264)
OH*
)y = 8.126b
Pi 8qj ( )
OH*
I = 8.126
qz 3]9: ( C)
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Estas ecuaciones describen el movimiento en el subespacio fisico.

8.5.4. Ejemplos

No es facil construir ejemplos no triviales de lagrangeanos singulares senci-
llos con un numero finito de grados de libertad: los ejemplos mas interesantes
pertenecen a teorias de campo con invarianza de medida.

Energia cinética singular

Examinemos el ejemplo (8.98), que sélo contiene vinculos de segunda clase. El
tnico vinculo es (8.99). Tratemos de construir el hamiltoniano efectivo. Usando
el vinculo (8.99) y la identidad

) ) 1
q1 — G2 = 5(291 —P2)
hallamos el hamiltoniano candnico

) . 1 1
H. = pigyn +p2ga — <(p1 — P2)2 + 5(61% + q%)

8
1 1
= g(]h — o)’ + 5((1% +q3)
de donde deducimos el hamiltoniano efectivo
H—1—2122A 8.127
ef—8(p1 p2)” + 5(ar +a2) + Alpr + p2) (8.127)

Apliquemos ahora la condicién de consistencia

1
{6 Ho} = S{ai +& (i 4p)f =ar+ 0 =0 (8.128)

Esta cantidad no depende de A y es por lo tanto un vinculo secundario ¢'.

1
{¢I7Hef} = {—(pl—Pz)Z,Q1+QQ}+)\{p1 +po,q1 + q2}

8
Mpr + D2, 1 + 2}
220 =0

De esta manera se determina A que en este caso se anula idénticamente. Por
otra parte, los vinculos ¢ y ¢’ son de segunda clase pues

{¢.¢'} =2 (8.129)

De este modo ¢’ actiia como una condicién subsidiaria. Finalmente, hagamos
la transformacién canénica de Faddeev-Popov con la funcién generatriz

Fy=p (m;;z) +pr (pl\;?m) (8.130)
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hallamos el hamiltoniano fisico

1 1
H* = —p*2 4 —¢*2 8.131
LAY ( )

El sistema describe un oscilador armonico en la variable relativa con el vinculo

(8.128).

Un sistema de medida

El siguiente ejemplo (sumamente artificial) trata de imitar la invarianza de
gauge del electromagnetismo con un nimero pequeno de grados de libertad. Sean
q1 - . - q4 variables que describen un sistema con lagrangeano singular

L. 1.
L =50 —a2+q)" +5(ds+ a2 = aa)” (8.132)
Este lagrangeano es invariante bajo la “transformacion de medida de segunda

especie”

a1 = @1+ fa(t) — fa(2) (8.133a)
@5 = g3 + fa(t) — fo(t) (8.133D)
¢ =aq+f (8.133¢)
¢ = q4fa (8.133d)

en donde las funciones fs, fy son arbitrarias. El lagrangeano es singular, pues los
impulsos candnicos son

p=q — (¢ — q) (8.134a)
p3=q3+ (g2 — @) (8.134b)
p2=ps =0 (8.134c)

Las dos tultimas ecuaciones son condiciones de vinculo, con interpretaciéon
sencilla: los correspondientes grados de libertad carecen de energia cinética.
El hamiltoniano efectivo resulta

1
He = E(p% +13) + (01— p3) (g2 — qa) + Aap2 + Aaps (8.135)

Las condiciones de consistencia son

{p2, Hey} = —(p1—p3) =0
{ps,Hey} = +(p1—p3) =0

Se obtiene un unico vinculo secundario cuya condicién de consistencia es
{(p1 —p3), Hey} =0
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Esta es una ley de conservacién. No hemos hallado ninguna condicién para
determinar los A y el movimiento estd indeterminado. Esto se origina, por su-
puesto, en la “invarianza de medida” del lagrangeano (8.132). Es necesario, pues,
imponer condiciones subsidiarias. Un conjunto aceptable, en este caso en que los
vinculos dependen sélo de los impulsos es

X2 =q2=0 (8.136a)
X4 =qs1=0 (8.136Db)
Xp=¢q —¢q3=0 (8.136¢)

Estas condiciones son analogas a la medida de Coulomb.
En este caso tan simple se pueden elegir las variables fisicas y no fisicas en
forma muy obvia

(o4 = 2.4 dp = q1 — q3 (8.137)
P24 = P24 Pp = D1 — D3 (8.138)
¢ =q+q P =p1+p3 (8.139)

Es facil verificar que el espacio fisico corresponde a una “particula libre”.
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Capitulo 9

La Teoria de Hamilton-Jacobi

Hemos mencionado en varias oportunidades que la formulaciéon hamiltoniana
de la mecéanica sugiere la posibilidad de resolver el problema general del movi-
miento mediante una transformacién canoénica apropiada, que “congele” el mo-
vimiento del sistema. La teoria de Hamilton-Jacobi, basada sobre dicha idea,
resuelve en principio el problema eneral del movimiento en sistemas hailtonianos.
Examinaremos aqui la teoria y sus limitaciones.

9.1. La ecuacion de Hamilton-Jacobi

Propongamonos hallar una transformacion canénica que congele el movimien-
to del sistema; es decir, una transformacién en la que tanto las coordenadas como
los impulsos candnicos sean constantes. Podemos lograrlo si exigimos que el ha-
miltoniano transformado sea independiente de las coordenadas, pues en ese caso:

. oK
=50, = - P = Cte (9.1a)
. oK

Veamos un procedimiento general de construccion.

9.1.1. El teorema de Jacobi

Sea S la funcion generatriz de la transformacion, que elegiremos del tipo Fs:
Fy = S(q, P,t) (9.2)

Sustituyendo en la ecuacién de transformacién para el hamiltoniano (8.27):

K = H(q,p;1) 0

+E:
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hallamos la ecuacion de Hamilton-Jacobi:

oS oS
H (q 8_q’t) + 5 =0 (9.3)

Esta es una ecuacién diferencial en derivadas parciales, no lineal, en las f 41
variables ¢;,t. Una solucién de (9.3) proporciona una funcién de transformacién
a un sistema de coordenadas en el espacio de las fases donde la solucién de las
ecuaciones de Hamilton es trivial. No es necesario hallar la solucién general, sin
embargo, sino la llamada solucion completa:

S=8(q...qr,01...apt)+ary (9.4)

que depende de f + 1 constantes de integraciéon independientes. Una solucion
de esta forma se llama la funcion principal de Hamilton. Como S figura en la
ecuacién de Hamilton-Jacobi sélo bajo el operador de diferenciacién, una de las
constantes arbitrarias es aditiva e irrelevante. Las otras f constantes no triviales
se pueden identificar con los nuevos impulsos:

P = q (9.5)
y de las ecuaciones de transformacién (8.27):

9S(q, a,t)

pi = 04, (9.6a)
_ 08(q,a,t) .
Q; = e = B; (9.6b)

Las ecuaciones (9.6) son un sistema no lineal de ecuaciones que puede invertir-
se (si su jacobiano no se anula) para hallar las coordenadas e impulsos originales
en funcién del tiempo:

q; = Qi(gaﬁat) (97&)

y las 2f constantes «, # pueden determinarse a partir de las condiciones iniciales.
Asi, la solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi proporciona un método
muy poderoso para hallar el movimiento de un sistema mecénico hamoltoniano,
siempre que sea posible hallar una soluciéon completa.
Examinemos el significado de la funcién principal de Hamilton S. Derivando
con respecto del tiempo y aplicando la regla de la cadena:

as 95, 98
dt — 9" " ot

= Y pti-H=L
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y por lo tanto:

es la accién del sistema expresada como funcién de las coordenadas del punto final.
La integral (9.8) se calcula a lo largo de la trayectoria verdadera del sistema.

9.1.2. El oscilador armonico

La ecuacion de Hamilton-Jacobi puede resolverse a veces por el método de se-
paracion de variables. Un ejemplo muy sencillo lo proporciona el oscilador arméni-
co. Escribiendo su hamiltoniano en la forma:

p2
H = % + §mw2:p2

la ecuacién de Hamilton-Jacobi toma la forma:

1 /9S\* 1 ,, 9§

Observemos que la derivada con respecto del tiempo aparece aislada en el
segundo miembro. Esto sugiere ensayar una solucién en la forma:

S(z,t) =T(t) + W(x) (9.10)
y por lo tanto

2m \ dzx 2

El primer miembro es sélo funcién de x; el segundo, sélo de t y para que la
ecuacion pueda satisfacerse para x,t arbitrarios, ambos deben ser iguales a una
constante:

- dt

% (%)2 + %mw2m2 = (9.11a)
‘fl_f — (9.11b)

De estas ecuaciones hallamos:
(9.12a)

T=—at
1
W = \/Qm/ \/ o — §mw2x2da; (9.12b)

Esta ultima integral puede calcularse analiticamente, pero no es necesario
hacerlo, pues solo necesitaremos las derivadas parciales de W respecto de x y de
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la constante «. Finalmente encontramos la funcién principal de Hamilton para el

oscilador arménico:
1
S=—at+V 2m/ \/ o — imw%@dx (9.13)

Siguiendo con el procedimiento, identificamos « con el nuevo impulso y la
nueva coordenada es la constante [3:

05 _ @:_Hm/ e
Oa

9.14
- T (9.14)

De esta ultima ecuacion despejamos x en funcion de t:

2a

cosw(t + f3) (9.15)

TV e
que es la solucion conocida del oscilador arménico. En las nuevas coordenadas
canonicas, el impulso generalizado es la energia y la coordenada candnica es pro-
porcional a la fase w3 = ¢. La transformacién canénica que hemos determinado
es similar a la “trasformacion a coordenadas polares” estudiada en la Seccion
8.2.3.

En todos los sistemas conservativos el tiempo puede separarse de las coorde-
nadas ensayando una sustitucion de la forma:

S =—Et +W(qg, ) (9.16)

que conduce a la ecuacién diferencial:
ow
Hlq¢g,— | =F 9.17
(450 ) (9.17)

La funcion W se llama la funcion caracteristica de Hamilton. Genera una
transformacién canodnica tal que el nuevo hamiltoniano es sélo funcion del mo-
mento P, = E:

K=F() =P (9.18)

y por lo tanto Q1 =t + (.

9.1.3. El problema de Képler

El movimiento en un campo central es otro ejemplo en que puede resolverse
la ecuacion de Hamilton-Jacobi en forma general. El caso particular del problema
de Képler (Seccién 3.2) es importante por su aplicacién a la mecdnica celeste.
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El hamiltoniano de una particula en un campo central tiene la forma, en
coordenadas esféricas:

1 2 ;
H=— (p? + B, T ) +V(r) (9.19)

2m r2  r2sen?d

que conduce a la correspondiente ecuaciéon de Hamilton-Jacobi:

(98 L (S, L (9S8
2m |\ Or 2\ 00 r2sen?6 \ 0¢
Puesto que se trata de un problema independiente del tiempo, busquemos

una solucién en la forma (9.16). Obtenemos asi la ecuacién para la funcién ca-
racteristica de Hamilton:

1 [/0S\* 1 [3S\® L1 aS
2m or 2\ 00 r2 sen? 6 8¢
Nuevamente, esta ecuacion puede resolverse por separacion de variables. Bus-
quemos una solucion en la forma:

+V(r )+%—§:O (9.20)

+V( J=a1=E  (9.21)

W = R(r) +0(0) + ©(¢)
que sustituida en (9.21) proporciona las ecuaciones

do

de\* 12
(%) T omzg = %=1 (6-22b)
d L2
r

Asfi se halla la funcién principal de Hamilton para el movimiento en un campo

central:
12
S:—Et—qub—l—/ L? — ‘; df
sen? 0
/\/sz_——sz( ) dr

Esta es una solucién completa de la ecuacién de Hamilton-Jacobi, que depen-
de de las tres constantes arbitrarias F, L, L,. Es posible dar una interpretacion
geométrica a estas constantes de integracion. Una vez elegido el sistema de coor-
denadas, las constantes de integracién tienen una interpretacién sencilla (Figura

(9.23)
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Figura 9.1: Elementos de la érbita en el espacio

9.1). En primer lugar, el dngulo entre el eje z y el impulso angular es la inclina-
cion de la orbita i. Ademas, hemos mostrado en la Secciéon 3.2 que el eje mayor
de la orbita es una funcién de la energia total (3.26) y la excentricidad es una
funcién de la energfa y el impulso angular (3.25).

La interpretacién de las otras constantes requiere aplicar el teorema de Jacobi.
En primer lugar, derivando con respecto de L, hallamos:

1 L,
6+ / )= (9.24)
L2 _ z
sen? 0

El angulo ¢y puede elegirse igual a la interseccién del plano de la 6rbita con
el plano xy: la linea de los nodos (Seccién 5.1). El célculo directo de la integral
en (9.24) es sencillo pero tedioso.

12
I= [ 12— —=
/ sen2 0
do
= L/\/Sen2€ —cos? i
sen 6
dcosf
= —L/\/SGHQi — cos? 0%
29hd
- —Lsen2i/ cos” ddy (9.25)

1 —sen?isen? )
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En esta ultima ecuacion hicimos el cambio de variables
cos f = sen isen ) (9.26)

que es sencillo interpretar aplican resultados conocidos de trigonometria esférica.
Si llamamos 1) al dangulo que forma el planeta con la linea de los nodos, a lo
largo del plano de la érbita, las relaciones entre elementos del tridangulo esférico
de Figura 9.2 se escriben:

tan(¢ — Q) = tan cosi (9.27a)
cos ) = sen 1) seni (9.27Db)

que permiten, en principio, expresar las coordenadas angulares (6, ¢) en funcién
de la longitud del planeta .
Finalmente, la integral (9.25) puede calcularse con sencillez:

I = —L + Lcosiarctan(cosi tan )

=L+ L.(¢— Q) (92%)

en donde hemos usado (9.27) para simplificar la integral.
Finalmente, sustituyendo (9.28) en en las ecuaciones (9.24) y (9.23), se en-
cuentra la expresién

12
S=—-FEt—LQ—Ly+ / \/ZmE —— —2mV(r) dr (9.29)
T
El impulso candénico conjugado de v es el impulso angular total L:

_ 0
o

Derivando con respecto de L, hallamos la ecuacion de la érbita (Seccién 3.1.4):

L (9.30)

— o (9.31)

L dr
v- [ : al
V2mE — % —2mV(r)

En general, las relaciones anteriores entre angulos son validas para calquier
movimiento central. En el caso particular del problema de Képler la solucion
puede completarse como sigue. Si se elige el limite inferior de integracion como la
menor de las raices del polinomio 2mE — f—; —2m*, el angulo g corresponde a la
direccion del periastro en el plano de la érbita, llamado argumento de periastro y
denotado w. Una catidad méas conveniente para trabajar es la longitud de periastro

w=w+Q (9.32)
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Figura 9.2: Relaciones entre angulos en el problema espacial de Képler
Introduciendo la anomalia verdadera

w=19—-w (9.33)

la ecuacién de la drbita se lleva a la forma resuelta en la Seccién 3.2.
Finalmente, la integracién se completa derivando (9.29) con respecto de E:

—t+

= —tg (9.34)

/T mdr
o \/sz +2me — &

Aqui ty se llama el instante de pasaje por el perihelio y es la tltima constante
de integracién. La ecuacién (9.34) se ha integrado en la Seccién 3.2, usando
la anomalia excéntrica u como parametro auxiliar. La frecuencia de revolucion
kepleriana suele llamarse movimiento medio del sistema:

27
y los angulos
M =n(t —to) (9.36a)
l=nt (9.36D)

la anomalia media y longitud media respectivamente.
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Problemas 9.1

Problema 9.1.1. 1. Resolver el problema de la caida de los cuerpos usando
la ecuacion de Hamilton-Jacobi.

2. Mostrar directamente que S(z,t;z0,%) es igual a la accién evaluada a lo
largo de la trayectoria real del sistema.

Los siguientes problemas deben resolverse usando la ecuaciéon de Hamilton-
Jacobi:

Problema 9.1.2.
Particula en el potencial

Problema 9.1.3.
Tiro en el vacio.

Problema 9.1.4.
Oscilador arménico bidimensional isétropo.

Problema 9.1.5.
Cuerpo simétrico libre de fuerzas.

Problema 9.1.6.
Un oscilador arménico se encuentra sometido a una fuerza externa f(t). Si su

lagrangeano es
1
L= émx'Q - EmngQ —xf(t)

resolver el problema y hallar la accién en funcién de las coordenadas.

9.2. Variables angulo-accién

El poder de la formulaciéon hamiltoniana de la mecanica puede verse cuando se
eligen variables apropiadas para el andlisis de problemas especificos. Las variables
canonicas introducidas en la seccién anterior (ay, 3;) son de gran utilidad en el
caso general, pero no son las tinicas variables posibles. Por ejemplo, haciendo el
cambio de variables:

vi =7i(a) = P} (9.37)

(2

se encuentra otro conjunto de variables, tales que la solucién del problema es
especialmente sencilla. Por lo general, el hamiltoniano no se anulard, en este
caso, pero sera solo funcion de las variables :

H=H(7)
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En este caso particular, las soluciones del problema toman una forma muy
sencilla:

Pl =0 P = (9.38a)

Q; — aH(’V)

o, = w; Q) = wit + f; (9.38b)
1

Para el problema particular de movimiento periédico, existe otro conjunto de
variables especialmente adecuado: las variables dngulo-accion.

9.2.1. El caso unidimensional

Ante todo, observemos que hay dos tipos de movimiento periédico posible en
un sistema hamiltoniano: rotacion y libracion. Un movimiento periddico es una
rotacion si la variable ¢ puede crecer sin limite con el tiempo, pero H es funciéon
peridédica de q. Las coordenadas angulares ¢ y ¢ en el trompo simétrico o las
coordenadas polares en el de fuerzas centrales son buenos ejemplos de movimiento
de rotacion. El movimiento es de libracion si la coordenada permanece acotada.
En un mismo sistema mecdanico, ambos tipos de movimiento pueden presentarse,
dependiendo de las condiciones iniciales. Por ejemplo, en el péndulo el movimiento
es de libracién si E' < mgl y mayor en caso contrario (Figura 9.3).

En un sistema hamiltoniano unidimensional, introduzcamos la variable accion
en la forma:

1
— =~ o .
J QWqu (9.39)

en donde la integral se extiende a lo largo de un periodo. Obviamente, J no
depende de ¢ y como el hamiltoniano se conserva

H(p,qg)=a1 =FE p=p(q,E)
J puede ser funcion sélo de E:

A través de esta ecuacién, la funcién caracteristica de Hamilton W sera fun-
cion de J:

que puede interpretarse como la funcién generatriz, de tipo Fy de una transfor-
macién candnica a nuevas variables:

P=1J (9.42a)
ow

Q=7 =u (9.42D)
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Figura 9.3: Espacio de fases de un péndulo, mostrando casos de rotacion y libra-
cién

y esta ultima se llama variable dngulo. La transformacion que acabamos de definir
es del tipo (9.38) y por lo tanto w es una funcién lineal del tiempo:

w=wt+f (9.43)
en donde w, que tiene dimensiones de frecuencia, es igual a:
OH
[ = -— 9-44
W=or=w (9.44)

Las variables dngulo-accién no parecen diferir mucho de las constantes («, 3).
pero tienen varias ventajas notables sobre ellas. En primer lugar, w es la frecuencia
de socilacién del sistema. En efecto, calculemos el cambio de la variable angulo
w durante un ciclo completo de libracién:

ow  OAW

Aw= AL -2 4
Y Y (9-45)
Ahora bien, de las ecuaciones (9.6):
_ 9W(g,5)
dq

W:/pdq—i-C’(J)
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y, a lo largo de un periodo
AW = j{pdq =2nJ (9.46)

Sustituyendo en (9.45):
Aw =21 =wT (9.47)

en donde hemos usado (9.43) y T es el periodo del movimiento. Esta tltima
ecuacion prueba que w es la frecuencia del movimiento periddico.

Como el movimiento es periédico, cualquier funcién uniforme de las coorde-
nadas y el tiempo puede escribirse como una serie de Fourier de periodo 7"

Z F ein (wt+PB)
= Z E,(J)em (9.48)

y por lo tanto toda funcién uniforme de las coordenadas y los impulsos puede
desarrollarse en serie de Fourier de la variable angulo, cuyos coeficientes depen-
den solo de la variable accién. Esta propiedad, caracteristica de las variables
angulo-acciéon es la que las hace muy valiosas. Como las coordenadas mismas
son funciones unifomes de las coordenadas (excepto el caso de rotacién) pueden
desarollarse en serie de Fourier en la forma:

q= Z qn(J)e™ libracién (9.49a)
q-— —q() Z G (J)e™” rotacion (9.49Db)

en donde qq es el intervalo de periodicidad de la variable q.
Calculemos, como ejemplo, las variables angulo-accién para el oscilador ar-
monico:

7{ V2mE — m2w2q2dq (9.50)

Tanto el hamiltoniano como la frecuencia se expresan trivialmente:

oOH

H=wJ -
w w= >
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La funcién principal de Hamilton es:

1
W = \/Qm/ \/wJ — imuﬂaﬂdx

y w se encuentra a partir de esta funciéon generatriz:

—6—W—accos %I’
YT T 27

Finalmente, la coordenada resulta:

[ 2J
T =/ ——cosw
mw

que es una serie de Fourier trivial, de un solo término.

Las variables angulo accion tienen, en el caso unidimensional, una interpreta-
ciéon geométrica muy sencilla: el movimiento se realiza sobre una curva cerrada
en el espacio de las fases (g, p). La variable accién selecciona la curva y la variable
angulo denota la posicién del punto representativo del sistema sobre la misma
(Figura 8.2). La transformacién a variables dangulo accién transforma, sencilla-
mente, la curva en el plano (¢q,p) en una curva J = cte sobre el cilindro (J, w)
(Figura 8.4).

9.2.2. El caso separable

Los resultados que hemos obtenido para una sola variable se extienden de
inmediato a un sistema totalmente separable de f grados de libertad. En ese

caso:
f

W=> Wiga) (9.51)

i=1
en donde W; es funcion de la variable ¢; solamente. Las variables:

1 15)%% 1 {
27 q; ¢ 2 Picq (9 g )

se llaman wvariables accion y son sélo funciones de las constantes a. Invirtiendo
las ecuaciones J; = J;(«) hallamos la funcién generatriz de una transformacién
canodnica:

Ji

f
W =Y Wilg,J) = Fq,J) (9.53)
i=1
y el hamiltoniano como funcién de las variables accién:
H=o(J)=H(J) (9.54)
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Las variables dangulo son las conjugadas canodnicas de las variables accion:

ow
; = 9.55
wi =57 (9.55)
y las ecuaciones de Hamilton toman la forma:
Ji=0 (9.56a)
oOH
0 = = w; .b6b
Wi = 3 7 w (9.56b)

Para probar que w; es la frecuencia, seguiremos los pasos de la demostracion
para el caso unidimensional, pero haremos una vartacion virtual de g;: esta tltima
recorrera su Orbita periddica, pero manteniendo el tiempo constante y las otras
coordenadas “congeladas” en valores dados. En esta forma:

oW
Aw: = A
Ay

OAW,
~ 0J; (9.57)

Todas las funciones uniformes de las coordenadas puedn desarrollarse en serie
de Fourier multiple de las w:

i niw;
F(Q7p) = Z F{n1nf}(J1 cee Jf)e Lz i (958)

{nrmys}

La interpretacion geométrica de las variables angulo accién en el caso sepa-
rable generaliza la del caso unidimensional. Para fijar las ideas, consideremos el
caso de dos grados de libertad. Puesto que coordenadas e impulsos pueden re-
presentarse como series de Fourier, el punto representativo del sistema se mueve
sobre un toro en el espacio de las fases tetradimensional (Figura 8.3). Las va-
riables accién seleccionan el toro, mientras que las variables angulo describen la
posicién del punto representativo sobre el mismo (Seccién 8.1.3).

En general, un sistema separable de f grados de libertad tiene f frecuencias
de movimiento independientes. Con méas precision, diremos que las frecuencias
w;(J) son independientes si no existe ningin conjunto de enteros N = {n;...ns}
tales que la combinacién lineal Q(J) = Zlf:l n;w;(J) se anula. Un sistema tal se
llama maltiplemente periddico o también cuasiperiodico. En el caso que exista un
conjunto N que anule la combinacién lineal €2, el movimiento se llama resonante.
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El movimiento serd peridédico sélo si todas las frecuencias w; son multiplos de
una cierta frecuencia wy. En ese caso, existe una combinacién lineal de coeficientes
enteros que anula €2 y el movimiento es resonante.

En general, diremos que el movimiento es m — 1 veces degenerado si existen m
frecuencias iguales. Si todas las frecuencias son iguales, el sistema es totalmente
degenerado. Este tltimo es un caso particular de resonancia.

Cuando hay resonancia, es posible simplificar el problema eliminando alguna
de las variables angulo del problema. En efecto, supongamos que existe un conjun-
to N de enteros que anule la combinacién lineal de frecuencias 2. Introduzcamos
la trasformacion canénica generada por:

f f
Fy=J7) nawi+ Y Jiwy (9.59)
=1 k=2

en donde J’ son las nuevas variables accién. De la transfomacion, deducimos las

nuevas variables angulo:
F naw, k=1
W, = 2 im T (9.60)

Las variables accién transformadas resultan ser:

L k=1
Jp=qm (9.61)
Jp— 2 J k>2
ni

La ventaja de esta transformacién es que la variable angulo w; sera constante.

9.2.3. El problema de Képler

Reformulemos el problema de Képler usando las variables angulo-accién. Estas
ultimas estan definidas por las integrales:

1
§ = — dp =L .62
1 1 L?

Jh = — df = —\/L? — ——db 9.62b
2 on 7{]00 21 sen? 0 ( )

1 1 2ma L2

r_ _ = =
Jy = o fprdr o }{ \/QmE + " - dr (9.62c¢)

La primera integral es trivial; las otras dos se calculan con facilidad usando
integracién en el plano complejo. El resultado es:

Ji =1L, (9.63a)
Jy=L—1L, (9.63Db)

, o« [2m
=—\/—5—L .
Ji S\ T E (9.63c)
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Estas tres ecuaciones permiten eliminar las constantes (E, L, L,) en funcién
de las variables J!. En particular, el hamiltoniano resulta:
Lma?
H=-— 2
(Ji+ Jy + J5)?

(9.64)

De esta ecuaciéon comprobamos (como, por otra parte, lo sabemos ya) que el
sistema es degenerado, con una unica frecuencia:

ma2

W =Wy =wW3=n = N EWAE (9.65)

y por lo tanto, el movimiento es periddico.

Para completar la transformacion candnica, calculemos las variables accion.
En lugar de trabajar directamente con la funcién principal, que lleva a célculos
largos, observemos que las variables canénicas conjugadas a L., L, E son, respec-
tivamente, —(), —w, —t. La transformacion canodnica:

ma2

(Ji+ J2+ J3)?

Fy = JQ + (J5 + Jy)w — (t —to) (9.66)
Proporciona las correctas variables cuando se deriva respecto de las constantes
0; ademads, transforma correctamente el hamitoniano. Pro lo tanto, genera la
transformacion deseada:

wy = Q+w+n(t—ty) (9.67a)
wy =w + n(t —to) (9.67b)
wy =n(t —to) (9.67¢)

La tultima cantidad es la anomalia media de la érbita.

En lugar de las variables J!, w,, en astronomia es usual emplear otras variables
més comodas. La dependencia del tiempo de las variables w!, puede simplificarse si
en su lugar se utilizan diferencias. Esto se logra con otra transformacién canénica,
generada por:

Fy = Jyw) + Jo(wy — wy) + J3(wy — wh) (9.68)

genera una transformacién canénica a un conjunto de variables llamadas variables
de Delaunay:

J1 = Vmaa wy = n(t —to) (9.69)
Jy=1L Wy = W (9.70)
Jg = Lz W3 = Q (971)

Este nuevo conjunto de variables tiene la ventaja de que sélo w; es una fun-
cion explicita del tiempo; ws, w3 son constantes de movimiento. Las variables de
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Delaunay, o conjuntos construidos con ellas, son sumamente importantes en la
teoria de perturbaciones de la mecanica celeste o en la aproximacion semiclasica
en mecanica cuantica.

Todas las variables candnicas pueden desarrollarse en serie de Fourier de las
variables de Delaunay. Estos desarrollos, sumamente complejos, son la base de la
Teoria de Perturbaciones en Mecanica Celeste.

Problemas 9.2

Problema 9.2.1.
Hallar las variables angulo-acciéon de los siguientes sistemas:

1. Particula en una caja cuadrada.
2. Rotador (cuerpo rigido con un eje fijo).

3. Particula en el potencial:

Vo

1% G
(%) cosh? ax

4. Particula en el potencial

a2 T\ 2
o[ ()]
x a
Expresar los hamiltonianos en funcién de J y calcular las respectivas frecuencias

de oscilacion.

Problema 9.2.2.
En los sistemas del problema anterior, desarrollar las variables candnicas enserie
de Fourier de las variables angulo.

Problema 9.2.3.
Tratar el oscilador armonico bidimensional usando variables angulo-accién:

1. En coordenadas cartesianas (x,y).
2. En coordenadas polares (r, ¢).

3. Hallar la conexién entre las variables (J,, J,) y las variables (J,, Jy)

Problema 9.2.4.
Tratar el cuerpo simétrico libre usando variables angulo-accién. Hallar explicita-
mente:

1. las frecuencias de precesion;

2. las cordenadas como series de Fourier.
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9.3. Teoria Canodnica de Perturbaciones

Las variables angulo-accién proporcionan una forma elegante para tratar el
problema de un hamiltoniano no separable en forma perturbativa. En efecto,
supongamos que el hamiltoniano tenga la forma general:

H= Ho + GHP (972)

en donde Hy, ademds de ser separable, debe cumplir algunas condiciones adecua-
das de regularidad, € es un parametro pequeno y Hp, el hamiltoniano perturbador,
es una funcién general de las coordenadas candnicas (g, p) y, eventualmente, del
tiempo t. Usando las variables angulo-accién, H sera sélo funcion de las .J, mien-
tras que el hamiltoniano perturbador Hp sera una serie de Fourier generalizada
de las variables w, con coeficientes que dependen solo de J. Existe una forma
muy elegante de tratar estos hamitonianos, llamada la teoria canonica de pertur-
baciones.

9.3.1. EIl problema unidimensional

Examinemos, en primer lugar, el problema unidimensional que, aunque es
siempre separable, ilustra con mucha sencillez las ideas de la teoria. En este
tipo de problemas, separamos el hamiltoniano en una parte Hy, cuya solucién se
conozca, y una perturbacién Hp. Sean (w, J) las variables angulo-accién para el
hamiltoniano Hy. Entonces, el hamiltoniano total se escribe:

H = Hy(J) + eHp(J, w) (9.73)

La idea central de la teoria de perturbaciones es buscar una transformacién
candnica a nuevas variables (w’, J') que reduzca (9.73) a la forma:

H = H'(J') + O(€) (9.74)

es decir, eliminamos las variables angulo a primer orden en el parametro e. Supon-
gamos, en primer lugar, que € sea infinitesimal. Nuestra transformacion canénica
infinitesimal tendrd, en ese caso, un generador inifnintesimal G tal que:
J =J+¢€e{J G} (9.75a)
w' =w+ e{w, G} (9.75Db)

El hamiltoniano transformado toma la forma:

H’:H+6{H,G}+e% (9.76)

no contenga términos periédicos en la variable angulo w. Como

Hp(w,J) = Z HP(J) cos nw (9.77)
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no depende del tiempo, busquemos un generador infinitesimal en la forma:

G = Z (G, (J) cosnw + G, (J) sen nw] (9.78)

Sustituyamos ahora (9.78) en (9.76) y exijamos que se cancelen los términos
perioddicos de orden e:

> HY(J)cosnw + {Hy, G} =0 (9.79)

n>0
Puesto que Hj es sélo funcion de J, se cumple:

0H, 0G
{Ho, G} = ———5—
= —wy Zn (G, (J) cosnw — G5, (J) sen nw

n>0

en donde wy es la frecuencia no perturbada del sistema.
Sustituyendo esta tltima expresién en (9.79) e igualando hallamos:
' (J)
GS J — n
n() nwo (9.80)

GE(J) =0

El término perturbador con n = 0 no se cancela, y de este modo, el hamilto-
niano transformado a priemr orden de teoria de perturbaciones es igual a:

H' = Ho(J'") +eHE(J) + O(e?) (9.81)

y la frecuencia correspondiente es:

OH'
w = 577 — wo + dw
9.82
&u B 6aI_IPO(J/) ( )
B o.J’

La nueva variable J' es independiente del tiempo a primer orden en €, y w’
crece linealmente con el tiempo. Las variables originales se hallan invirtiendo la
transformacién canénica (9.75):

J=J —€e{J G} (9.83a)
w=uw"—e{w, G} (9.83b)

Es posible describir la teoria de perturbaciones a primer orden diciendo que
el punto representativo del sistema se mueve sobre una curva de fase perturbada.

307



Apliquemos la teoria de perturbaciones al oscilador arménco perurbado que
estudiamos en la Seccion 2.2. El hamiltoniano del sistema seré:

P’ 1 29, 1 2 4
H = o T 5Mwad” + emuwig (9.84)
con la abreviatura A\* = ew?. Usando las variables dngulo-accién para el oscilador

armonico (Seccién 9.2.1) el hamiltoniano se escribe:

27\
H = wyJ + ‘ (—) wy sen® w
4 \ mwy

= wpJ + iJ2 sen® w (9.85)
m
3 J? J? 1

= wpJ + 36 EE(§ cos 2w — 3 cos 4w)

y de esta ecuacién deducimos inmediatamente:

3 J
w=wo+ e (9.86)
que coincide con el valor calculado en la Seccién 2.2. El generador infinitesimal

de la transformacién se calcula inmediatamente a partir de (9.85):

2

G= —R(SGHQUJ - gsenllw)

y las variables transformadas son:
J” 1
J=J+ 64—(COS 2w’ — 3 cos 4w'")

m
/

w=uw— e%(sen 2w’ — g sen 4w)
donde
w = wot + ¢

Es facil comprobar que estas expresiones son las mismas que las obtenidas en
las Seccién 2.2, con el método Bogoljubov-Krylov.

9.3.2. Perturbaciones de orden superior

Examinemos ahora la teoria de perturbaciones a segundo orden. En primer
lugar, hallemos el hamiltoniano calculando las transformadas de Lie correspon-
dientes al primer orden de la teoria hasta segundo orden:

H'(J)) = H(J) + e {H(.J),G} + %8 ({H(J]),G},G} + O(e*)
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Sustituyendo ahora los resultados de la Seccion 9.3.1 hallamos:

H'(J") = Ho(J') + eHy (J') + € {H;, G} + %62 {{Ho(J),G}, G} + O(€) 957
9.87
— Ho(J) + cHE () + %3 (Hp, G}

Este es el hamiltoniano transformado hasta segundo orden en €. Podemos
simplificarlo si usamos las expresiones (9.77) y (9.80) para la perturbacién y la
funcién generatriz respectivamente:

H? = {Hp,G}

11 OHY sen mw
_ P m
= [— E nH, sennw Em 97 mwn ]

aJ

a P HP
— COS Nw g — cos maw
Wo
n

m

PagP 1 _
S Z , (9H —n 4 - Z H,pp €08 [(m 4 n)w + Gy
Wo

n;ém
— AHy+ AHp

en donde los coeficientes ﬁmn y las fases ¢,,, son en general, funciones de J
facilmente calculables. El hamiltoniano transformado tiene, pues, la forma:

H'(J') = H, +&HY (9.88a)
Hy = Ho(J') + eHE () (9.88b)
HY = AHy + AHp (9.88¢)

El hamiltoniano transformado tiene la misma estructura que el original: un
término constante, que depende sélo de J y una suma de términos periédicos en
la variable w. Una transformacién de Lie correctamente elegida, de generador G’
elimina los términos periédicos en el hamiltoniano (9.88) introduciendo variables
canénicas (w”, J"):

w' =w + e {w,G'} (9.89a)
J'=J +&{J,G") (9.89b)

con
H" = Hi(J") + EAHy(J") + O(e®) (9.90)

El procedimiento puede continuarse para hallar términos de orden superior.
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9.3.3. Invariantes adiabaticos

Existen muchos sistemas fisicos cuyos parametros varian muy Inetamente con
el tiempo. Un ejemplo sencillo, es un péndulo cuya longitud [ varia lentamente
I/ < w. En general, sea H(p,q,\) el hamiltoniano de un sistema que depende
de un parametro A. Diremos que el sistema sufre un cambio adiabdtico si la tasa
de variacion del parametro A, es mucho menor que las frecuencias del sistema, es
decir: ,

A
Estos cambios introducen perturbaciones seculares en el sistema, que no pueden
experesarse facilmente con las variables angulo.

Sin embargo, una propiedad muy importante de las variables accion J; es que
son invariantes bajo cambios adiabaticos de los pardmetros del sistema. W(q, J, \)
la funcién generatriz de la transformacién a variables angulo-accién, determinada
para un parametro constante. Consideremos, por ejemplo, el caso unidimensional.
Sea:

H = Hg,p, \(t)] (9.92)

~ Hlg,p, A(to)] + (t — o) A(to) N (9.93)

to
Esta tltima ecuacién es valida durante un intervalo |t — to| < 7, largo comparado
con el periodo de oscilacién pero corto comparado con la escala de variacion del
pardmetro, /v < 7 < VA,

El segundo término de (9.93) constituye un hamiltoniano perturbador de la
forma (9.73), que podemos tratar usando teoria candénica de perturbaciones. Hay,
sin embargo, varias simplificaciones que pueden hacerse, debido a la lentitud de la
variacién de A. En primer lugar, transformemos (9.93) a variables angulo-accién,
usando la funcion W que corresponde al hamiltoniano no perturbado:

o OH(J,\)

to

Busquemos ahora una transformacién canoénica infinitesimal que elimine el
término secular de (9.94). Si G es el generador infinitesimal, éste debe satisfacer
la ecuacion diferencial:

{Ho, G} + o —(t —to)A(to) N (9.95)

to
en donde hemos absorbido el parametro pequeno en la defincién de G. En la

aproximacién en que estamos trabajando no hay dependencia con la variable
angulo w, y hallamos:

OHy(J,\)

o (9.96)

1 .
Gsec = _§<t - t0)2)\<t0)

to
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y los correspondientes cambios en las variables angulo-accién son:

7= (9.972)
W = w— %a(t )2 (9.97h)

en donde Comu
a = Aey) 2T (9.98)

to
se suele llamar, en astronomia, la aceleracion secular de w. La ecuacién (9.97a)
muestra que la variable accién es, efectivamente, un invariante adiabatico.
La existencia de invariantes adiabaticos permite discutir cualitativamente el
comportamiento secular de sistemas complejos. Como un ejemplo sencillo, con-
sideremos un péndulo cuya cuerda se acorta lentamente. En la aproximacion de

pequenas oscilaciones:
E= J\/%

en donde hemos usado la ecuacién (9.50) para la accién del oscilador. Entonces:

2J

g = Ccos w

lo\/9

g 11 9 .2
= JZt—=- ]2t
v lo 4z\/;

Problemas 9.3

Problema 9.3.1.

Tratar con la teoria candnica de perturbaciones el movimiento unidimensional en
el potencial

Vo

cosh ax

Vix) =
Problema 9.3.2.

Tratar el problema del trompo veloz con la teoria canénica de perturbaciones.

Problema 9.3.3.
Mostrar que los hamiltonianos que dependen explicitamente del tiempo en la
forma

H = Hy(p,q) + V(q) cos Qt

pueden reducirse a la forma ya tratada introduciendo la variable angulo auxiliar
Wy = Ot

Determinar la variable angulo asociada y hallar el hamiltoniano efectivo para el
sistema.
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I(t)

Figura 9.4: Péndulo con longitud variable

Problema 9.3.4.
Usando los resultados del problema precedente, hallar la perturbacion de primer
orden de un péndulo cuyo hilo se tira en forma periédica Figura 9.4:

I =1lo(1+ ecos )

Problema 9.3.5.

Una hipédtesis comun en la fisica moderna es que la constante de gravitacion
varia lentamente con el tiempo. Hallar la perturbacién de las variables angulo w;
inducida por dicha variacion.

9.4. Resonancias y toros

En las secciones anteriores hemos desarrollado una teoria general de la in-
tegracién de un sistema dindamico hamiltoniano, basado sobre la ecuacién de
Hamilton-Jacobi. Si se obtiene una solucién completa de la misma, el movimien-
to del sistema dinamico queda completamente determinado por el teorema de
Jacobi Seccion 9.1.1. Por lo general, esta integral completa estara expresada co-
mo una serie perturbativa (Seccién 9.3.2) y la existencia de la solucién completa
depende de la convergencia de esta serie. Tanto la pequenez de la perturbacion
como la existencia de denominadores pequenos son impedimentos para la conver-
gencia y, cuando ésta desaparece, hay fenémenos nuevos que se presentan en el
sistema hamiltoniano. La apariciéon de resonancias y de movimiento cadtico son
caracteristicos de el régimen no perturbativo en un sistema hamiltoniano.
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9.4.1. Resonancias

El método desarrollado en la Seccién 9.3 permite, en principio, hallar una
solucion analitica del problema dinamico definido pru un hamiltoniano de la forma
(9.72). Sin embargo, para que esto sea cierto, la serie perturbativa generada en
la Seccion 9.3.2 debe ser convergente. En el caso unidimensional esto ocurre con
frecuencia, pero cuando hay dos o més grados de libertadse presenta el problema
de pequenos denominadores que ya mencionamos en la Seccién 2.4.1. El origen
de los mismos no es dificil de hallar; examinemos, por ejemplo, un problema con
dos grados de libertad:

H = Hy(J1, Jo) + Hp(J1, w1, J2, ws) (9.99)

en donde el hamiltoniano perturbador puede desarrollarse en serie de Fourier
generalizada de las variables dangulo:

Hp = Z Hyn(J1, J2) cos(mwy + nws) (9.100)

m,n

Por analogia con (9.78) busquemos el generador de una transformacién canéni-
ca infinitesimal que elimine a primer orden Hp, en la forma:

G = [Gyn sen(mw; + nw)] (9.101)

m,n

Procediendo como anteriormente, hallamos la ecuacién:
[nwl(Jl, JQ) + mUJQ<J1, JQ)] Gmn = Hmn<<]17 Jg) (9102)

Esta ecuaciéon permite determinar el coeficiente G,,, v, si la serie perturbativa
converge, el movimiento del sistema se producira sobre un toro perturbado, de-
terminado a primer orden por la transformacién canénica generada por G. Pero
cuando se cumple la condicion de resonancia:

nwy + mwy =0 (9.103)

la serie perturbativa (9.101) no existe y por lo tanto no hay transformacién canéni-
ca a un toto perturbado. Pero aunque no haya resonancia exacta, la presencia de
un denominador pequeno:

nwi + mwsg K ]wl + w2’ (9104)

impedira, en muchos casos, la convergencia de la serie perturbativa.
Examinemos con més cuidado la condicién de resonancia (9.103). Como las

fecuencias son funciones de las variables accién, existird una curva en el plano

(J1, J2) en la que se cumple dicha condicién para el hamiltoniano no perturbado.
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Para examinar el movimiento en el entorno de esta curva, hagamos una transfor-
macién candnica a nuevas variables, de funcion generatriz:

Fy = (mwy + nwy)J + wyJ, (9.105)

Las nuevas variables son las variables resonantes:

w = mw; + nws (9.1064)
J

== (9.106b)
m

y desarrollando el hamiltoniano en serie de Taylor en J se obtiene el hamiltoniano
resonante:

A
Hp = §J2 + Bcosw (9.107)

en donde hemos despreciado los términos no resonantes, que pueden eliminarse
a primer orden con una transformacién de la forma (9.101).

314



